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摘 要

摘 要

对宇称对称性的检验是引力物理中的一个重要研究课题。作为宇称破缺引

力理论的典型代表，动力学 Chern­Simons (dynamical Chern­Simons, dCS) 引力近

年来受到了广泛关注。诸多研究通过太阳系人造卫星数据和脉冲双星观测提出

了对耦合常数的限制；然而，这些限制均远远超出弱耦合近似的适用范围，缺乏

实际物理意义。近年来，引力波的成功探测为引力理论的检验提供了新的窗口。

然而，由于 dCS 理论的修正极其微弱，采用基于准圆轨道的双黑洞波形模板进

行的引力波观测同样无法对 dCS 理论作出有效约束。相关研究表明，即使对于

未来的引力波探测器，限制 dCS 引力仍是一项相当困难的任务。由于引力波的

信号提取和参数估计依赖于波形模板的精确度，因此进一步优化波源建模和波

形模板的构建，有助于增强对修改引力理论的约束力度，从而实现对引力宇称对

称性的更加精确的检验。本文的主要目标是在 dCS 引力框架下，将轨道偏心率

和自旋进动效应引入双黑洞系统的演化与辐射计算，从而对引力波形模板做出

进一步的改进。

本文第一部分对 dCS理论进行了系统的回顾，包括作用量、引力场方程、引

力波的振幅双折射效应、孤立慢转动黑洞解、线性化引力场方程以及自旋粒子在

弯曲背景时空中的运动方程 [即 Mathisson­Papapetrou­Dixon (MPD) 方程] 等，这

些构成了后续理论计算的基础。

随后，本文第二部分在后牛顿近似框架下系统研究了双黑洞系统的运动和

引力辐射。通过对MPD方程的约化，得到了精确到 2PN阶次的运动方程；同时，

利用线性化引力场方程的多极展开和远场积分，推导出了标量辐射和引力辐射

的一般表达式。在 dCS 理论中，双黑洞相对运动的修正出现在 2PN 阶次，而自

旋进动的修正则出现在 0.5PN 阶次。这些修正项包括双黑洞之间的自旋­自旋耦

合和单极­四极耦合两种模式，其中前者源自双黑洞标量场之间的相互作用，后

者则源自 Dixon 四极矩与弯曲背景之间的相互作用。

在完成一般讨论后，本文进一步讨论了特定天体物理情形下双星系统的动

力学演化及其引力波信号。第三部分首先关注自旋平行的双黑洞系统，即天体

的自旋矢量均与轨道角动量方向平行或反平行。此时，双黑洞不存在进动效应，

其轨道角动量保持守恒，相对运动局限于一个固定平面内。在 dCS 理论框架下，

我们推广了适用于双星系统的准开普勒参数化方案，并给出了运动的解析描述

以及守恒部分的引力波形。通过 Newman­Penrose 形式分析，我们发现在远场区

域，标量辐射与引力辐射解耦，因此引力波仅呈现两种张量极化模式，同时也导

致振幅双折射等宇称破缺效应不会出现。随后，我们推导了自旋平行双黑洞系统
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摘 要

在一般平面运动情况下的引力波形及其对应的辐射反作用；最后，在小偏心率近

似下，借助 Fourier 变换和稳态相位近似，得到了可直接用于引力波观测的频域

信号。通过对 dCS 波形与广义相对论波形之间不匹配度的估计，我们发现，引

入偏心率能够改善引力波观测对宇称破缺引力的约束能力，但对于第二代引力

波探测器而言，这仍是一项相对困难的任务。

本文第四部分对 dCS 引力中同时带有轨道偏心率和自旋进动的双黑洞系统

进行了初步研究。这样一个系统的总体运动可以分解为轨道平面的进动和天体

在一个轨道平面内的运动两个部分，前者可以通过求解进动方程得到；对于后

者，我们推广了进动系统的准开普勒参数化方案，并基于参数化解构建出守恒部

分的引力波形。通过轨道角动量相对总角动量的章动，dCS效应以振幅修正的形

式进入 0.5PN 阶次；通过轨道角动量方位角的漂移以相位修正的形式进入 1PN

阶次；通过自旋角动量的演化以相位修正的形式进入 2PN 阶次。低阶后牛顿修

正会放大 dCS 波形与广义相对论的差别，从而提高对引力宇称对称性检验的能

力。此外，由于标量单极辐射的存在，零偏心率轨道在辐射反作用下不再稳定，

导致双星在辐射演化末期存在一个残余的偏心率。这一效应可能成为未来观测

中区别广义相对论和 dCS 理论的一个判据。

关键词：引力的宇称对称性 双黑洞系统 后牛顿近似 引力辐射
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Abstract

ABSTRACT
The tests of parity­symmetry constitute a critical aspect in gravitational physics.

As a representative parity­violating theory, dynamical Chern­Simons (dCS) gravity has

attracted significant attention in recent years. Several constraints on the dCS coupling

constant have been proposed from solar­system experiemnts and binary pulsar obser­

vations. However, such constraints cannot meet the requirements of the small­coupling

approximation, indicating that dCS gravity remains unconstrained. The successful de­

tection of gravitational waves (GWs) offers a novel channel for testing gravity. How­

ever, due to the extremely weak modification induced by dCS gravity under the quasi­

circular orbit approximation, current GW observations of binary black hole (BBH) sys­

tems remain ineffective in constraining this theory. It is also challenging for even the

third­generation GW detectors to achieve meaningful dCS bounds. Since GW parame­

ter estimation relies on the accuracy of waveform templates, improvements in wave

source modeling and waveform construction are essential to enhance constraints on

parity­violating gravity. This thesis aims to advance BBH waveform templates in dCS

gravity by incorporating orbital eccentricity and spin precession effects.

We begin by systematically reviewing the theoretical foundations of dCS grav­

ity, including its action, field equations, amplitude birefringence effects in GWs, iso­

lated slowly rotating black hole solutions, linearized field equations, and theMathisson­

Papapetrou­Dixon (MPD) equations governing the motion of spinning particles. These

provide the basis for subsequent theoretical analyses.

Within the post­Newtonian (PN) framework, we investigate the equations of mo­

tion and gravitational radiation of BBH systems in general. The 2PN equations of mo­

tion are reduced from the MPD equations, and the scalar and gravitational radiation

are computed via multipole expansion and far­zone integration. The dCS corrections

emerge at 2PN order for orbital motion and 0.5PN order for spin precession, manifest­

ing as spin­spin couplings and monopole­quadrupole couplings. The former arises from

the interaction between the scalar fields of the objects, while the latter results from the

interaction between the Dixon quadrupole and the background curvature.

Focusing on spin­aligned BBH systems, where spins remain parallel or antiparal­

lel to the orbital angular momentum, we extend the quasi­Keplerian parametrization to

dCS gravity. Analytical scalar and gravitational waveforms are derived, and radiation­

reaction effects are analyzed. Newman­Penrose analysis confirms that far­zone GWs
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Abstract

retain only tensorial polarizations, with parity­violating amplitude birefringence absent.

Frequency­domain waveforms under small­eccentricity approximation are computed

using Fourier transforms and stationary phase approximation. Mismatch analyses re­

veal that eccentricity marginally improves dCS constraints but remains challenging for

current GW detections.

Finally, we explore BBH systems with eccentric orbits and spin precession, de­

composing their motion into the precession of the orbital plane and in­plane dynamics.

By generalizing the quasi­Keplerian parameterization, we construct conservative wave­

forms incorporating dCS corrections: 0.5PN amplitude modulations from the nutation

of orbital angular momentum, 1PN phase modulation from the azimuthal shift of or­

bital angular momentum, and 2PN phase modulations from the evolution of spin vec­

tor. Lower­order PN corrections amplify the differences between the waveforms pre­

dicted by dCS gravity and by general relativity, potentially enhancing parity­symmetry

tests. Notably, scalar monopole radiation breaks the stability of zero­eccentricity or­

bits, inducing residual eccentricity during the late inspiral phase, which may serve as a

signature to distinguish dCS gravity from general relativity in future GW observations.

Key Words: Gravitational parity­symmetry, binary black holes, post­Newtonian ap­

proximation, gravitational radiation
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1.1 广义相对论及其实验验证
19世纪末，以 Newton力学和Maxwell电磁理论为代表的经典物理学渐趋完

善，同时，深入的研究也揭示了牛顿力学的局限性。例如，Newton 力学将引力

视为一种超距作用，无法解释水星近日点进动的问题，并且与宇宙学观测不符。

1905 年，Einstein 以狭义相对性原理和光速不变原理为基础，揭示出绝对时空观

测局限性，提出了新的时空观，并建立了狭义相对论 [1]。同时指出物理规律在任

何惯性系中应当具有相同的形式，并发展出相对论力学。

然而，狭义相对论同样面临一些困难。一方面，特殊惯性系难以明确给出

定义。另一方面，Newton 万有引力定律与狭义相对论互不兼容。针对第一个问

题，Einstein将狭义相对性原理推广为广义相对性原理或广义协变原理，即“一切

参考系都是平权的，物理定律在任何坐标系下都具有相同的形式”。而针对第二

个问题，Einstein 在对质量这一概念的考察中发现，物体所受引力总是正比于自

身的质量，这一质量称为引力质量。他同时注意到，在一个非惯性参考系中，物

体所受到的惯性力同样正比于自身质量，这一质量称为惯性质量。原则上，引力

质量和惯性质量是物体的两个独立属性，但是实验表明这二者以极高精度相等。

如果将这一结果作为假设，就可以得出“引力场与相应加速度的非惯性参考系在

物理上完全等价”的结论。即，处于“电梯”(即一个充分小的区域) 内的观测者无

法通过实验判断“电梯”是在引力场中保持静止还是处在一定的加速状态。这一等

价性被称为等效原理 [2]。于是，对引力场的描述就等效地转化为了对非惯性参

考系的描述。换句话说，在任一引力场的任一时空点，都可以建立一个局域非惯

性参考系，在该参考系内，物体受到的惯性力与引力相互抵消。

而 Riemann 几何恰好具有相似的性质。在 Riemann 几何中，四维时空流形

上相邻两点——坐标 𝑥𝜇 和 𝑥𝜇 + d𝑥𝜇——之间的距离定义为

d𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈(𝑥)d𝑥𝜇d𝑥𝜈 , (1.1)

该距离在坐标变换下保持不变。其中线性叠加系数 𝑔𝜇𝜈 称为度规，描述了两点间

空间的伸展、压缩和扭曲。度规可以写为 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈，

𝜂𝜇𝜈 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(1.2)
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的时空称为Minkowski时空。为了使新的引力理论符合广义协变原理，引力场方

程所包含的物理量必须是张量，即在坐标变换 𝑥𝜇 → 𝑥̃𝜇 下满足

̃𝑇 𝛼𝛽𝛾⋯ = ∂𝑥̃𝛼

∂𝑥𝜇
∂𝑥̃𝛽

∂𝑥𝜈
∂𝑥̃𝛾

∂𝑥𝜆 ⋯ 𝑇 𝜇𝜈𝜆⋯, (1.3)

一阶及更高阶次张量的偏导数不符合上述变换关系，因此偏导数算符在 Riemann

空间被扩展为协变导数算符，定义为

∇𝜇𝑇𝛼𝛽⋯ = ∂𝜇𝑇𝛼𝛽⋯ + 𝛤 𝜆
𝜇𝛼𝑇𝜆𝛽⋯ + 𝛤 𝜆

𝜇𝛽𝑇𝛼𝜆⋯ + ⋯ , (1.4)

其中 𝛤 𝜇
𝛼𝛽 是 Christoffel 联络，定义为

𝛤 𝜆
𝜇𝜈 = 1

2𝑔𝜆𝜌 (∂𝜇𝑔𝜈𝜌 + ∂𝜈𝑔𝜌𝜇 − ∂𝜌𝑔𝜇𝜈) , (1.5)

该定义可以保证度规适配条件 ∇𝜆𝑔𝜇𝜈 = 0 成立。可以证明，在四维流形上的任何

一点，都可以找到一个局域的坐标系，使得该坐标系内 Christoffel 联络为零。从

而 ∂𝜆𝑔𝜇𝜈 = 0，即度规各个分量为常数。一般来说，行列式非零的常数度规 𝑔𝜇𝜈 总

可以通过坐标变换被转换为 𝜂𝜇𝜈。综上所述，对 Riemann 流形上的任意一点，都

可以建立一个参考系使局域时空平坦。这就揭示了 Riemann 几何与引力理论之

间的相似性，从而为引力的几何化提供了基础 [3]。

从等效原理和广义协变原理出发，Einstein 于 1915 年提出了广义相对论的

引力场方程 [4]，

𝐺𝜇𝜈 = 8𝜋𝑇𝜇𝜈
①, (1.6)

方程右侧是物质场的能量­动量张量 (简称为能动张量)，符合协变守恒 ∇𝜇𝑇𝜇𝜈 = 0。
方程左侧 𝐺𝜇𝜈 是 Einstein 张量，描述了时空的弯曲，其定义为

𝐺𝜇𝜈 ≡ 𝑅𝜇𝜈 − 1
2𝑔𝜇𝜈𝑅, (1.7a)

𝑅𝜇𝜈 ≡ 𝑅𝜆
𝜇𝜆𝜈 , 𝑅 ≡ 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 , (1.7b)

𝑅𝜌
𝛼𝛽𝜆 ≡ ∂𝛽𝛤 𝜌

𝛼𝜆 − ∂𝜆𝛤 𝜌
𝛼𝛽 + 𝛤 𝜌

𝛼𝜎𝛤 𝜎
𝛽𝜆 − 𝛤 𝜌

𝜎𝜆𝛤 𝜎
𝛼𝛽 , (1.7c)

其中 𝑅𝜇
𝛼𝛽𝛾、𝑅𝜇𝜈 和 𝑅 分别称为 Riemann张量、Ricci张量和 Ricci标量。同时方程

左侧仅包含对引力场 𝑔𝜇𝜈 的二阶偏导数，且满足 Bianchi 恒等式 ∇𝜇𝐺𝜇𝜈 = 0。这

一引力场方程也可以从 Einstein­Hilbert 作用量

𝑆 = ∫ d4𝑥√−𝑔 {(16𝜋)−1𝑅 + ℒ𝑚} (1.8)

对 𝑔𝜇𝜈 的变分得到。对广义相对论的修正大多从 Einstein­Hilbert作用量出发引入

新的耦合项。ℒ𝑚 代表了物质场的 Lagrange 密度。物质场的能动张量由

𝑇𝜇𝜈 = − 2
√−𝑔

𝛿(√−𝑔ℒ𝑚)
𝛿𝑔𝜇𝜈 , (1.9)

①本文将采用自然单位制，即真空光速和万有引力常数 𝑐 = 𝐺 = 1。
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给出。

在 Einstein 引力场方程的基础上，广义相对论成功地预言了黑洞和引力波的

存在 [5­6]，并解释了水星近日点进动现象 [7]。百年以来，广义相对论成功通过了来

自亚原子尺度 [8]、太阳系尺度 [9­10]、天体物理尺度 [11? ­14]和宇宙学尺度 [15­16]的

检验，这些实验结果进一步巩固了广义相对论在物理学中的核心地位。

1.2 引力波理论和探测
广义相对论认为时空是动力学系统的一部分，那么时空的微小扰动就可以

以波动的形式传播，这种时空的涟漪称为引力波，是广义相对论的另一重要预

言。将完整的时空度规分解为平直时空背景和微小扰动的叠加

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈 , (1.10)

要求 |ℎ𝜇𝜈| ≪ 1，并将这一展开代入引力场方程 (1.6)，在精确到 𝒪(ℎ) 的阶次可以

得到

∂𝜇∂𝛼ℎ̄𝛼𝜈 + ∂𝜈∂𝛼ℎ̄𝛼𝜇 − □2
𝜂ℎ̄𝜈𝜇 − 𝜂𝜇𝜈∂𝛼∂𝛽 ℎ̄𝛼𝛽 = 16𝜋𝑇𝜇𝜈 , (1.11)

其中 ℎ̄𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈 − 1
2𝜂𝜇𝜈ℎ 称为反迹度规张量，ℎ = 𝜂𝜇𝜈ℎ𝜇𝜈，适配于平直度规的

d’Alembert 算符定义为 □2
𝜂 = 𝜂𝛼𝛽∂𝛼∂𝛽。

对称的度规张量最多包含 10 个独立分量，但是由于受到能动张量守恒的约

束，ℎ𝜇𝜈 最多只有 6个分量是独立的。由于引力场方程 (1.6)左边自动满足 Bianchi

恒等式，只能人为地引入规范条件消除这些额外的自由度。一种常用的规范条件

是 Lorenz 规范，

∂𝜇ℎ̄𝜇𝜈 = 0, (1.12)

在该规范下，线性化引力场方程 (1.11) 简化为

□2
𝜂ℎ̄𝜇𝜈 = −16𝜋𝑇𝜇𝜈 , (1.13)

Lorenz 规范条件 (1.12) 总是可以通过坐标变换实现。在坐标变换 𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 =
𝑥𝜇 + 𝜉𝜇 下，引力波度规符合变换 ℎ𝜇𝜈 → ℎ′

𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈 − (∂𝜇𝜉𝜈 + ∂𝜈𝜉𝜇)。于是 Lorenz

规范的变换是 ∂𝜇ℎ̄𝜇𝜈 → ∂𝜇ℎ̄𝜇𝜈 = ∂𝜇ℎ̄𝜇𝜈 − □2
𝜂𝜉𝜇。因此，只要适当选择规范矢量 𝜉𝜇，

就可以使得度规张量 ℎ𝜇𝜈 符合 Lorenz 规范 (1.12)。

在波源以外，即 𝑇𝜇𝜈 = 0 的区域，引力波满足

□2
𝜂ℎ̄𝜇𝜈 = 0, (1.14)

这是一个四维时空中的波动方程，因此度规 ℎ̄𝜇𝜈 描述了波的行为，并且表明引

力波在真空中以光速传播。不难发现当 □2
𝜂𝜉𝜇 = 0 时，方程 (1.14) 和 Lorenz 规范

3



第 1 章 前 言

(1.12) 在规范变换 𝑥𝜇 → 𝑥𝜇 + 𝜉𝜇 下保持不变。这说明引力波方程 (1.14) 中仍存

在 4 个残余自由度没有被完全消除。通过适当选取 𝜉0 可以使得 ℎ̄ = 𝜂𝜇𝜈ℎ̄𝜇𝜈 = 0，
并且有 ℎ̄𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈。再通过适当选取 𝜉𝑖 可以使得 ℎ0𝑖 = 0。再由 Lorenz 规范可知

∂0ℎ00 = 0，因此 ℎ00 不代表辐射场，也可将它设定为 0。这样，我们就得到了一

组新的规范条件

ℎ0𝜇 = 0, ℎ𝑖𝑖 = 0, ∂𝑗ℎ𝑖𝑗 = 0, (1.15)

称为横向无迹 (transverse­traceless, TT) 规范，并且消除了引力波 10 个独立分量

中的 8个，最后只留下两个物理的自由度。对于波矢方向沿 𝑧 轴正方向的一束平

面引力波，度规张量 ℎ𝜇𝜈 可以写为

ℎ𝜇𝜈 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0
0 ℎ+(𝑡) ℎ×(𝑡) 0
0 ℎ×(𝑡) −ℎ+(𝑡) 0
0 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (1.16)

ℎ+(𝑡) 和 ℎ×(𝑡) 代表了引力波的两种极化模式。对于初始时刻位于圆环上一组试探

粒子 (圆环平面垂直于引力波传播方向)，两种极化模式分别具有如图 (1.1) 所示

的观测效应，通过观察一组试探粒子的相对运动，即可实现对引力波的探测。

x

y

x

y

!

"
#

图 1.1 引力波 + 模式和 × 模式的观测效应。

完成了对引力波在真空中传播的讨论后，我们转向关注引力波的产生过程。

利用 Green 函数，引力波场方程 (1.13) 在 TT 规范下具有如下形式解

ℎ̄𝑗𝑘(𝑡, 𝒙) = 4 ∫ d3𝒙′ 𝑇𝑗𝑘(𝑡𝑟, 𝒙′)
|𝒙 − 𝒙′| , (1.17)

这可以用于描述引力波的产生过程。其中 (𝑡, 𝒙) 是时空坐标，𝑡𝑟 = 𝑡 − |𝒙 − 𝒙′| 是

推迟时间。对于远场区域的一点，即 |𝒙 − 𝒙′| 远远超过物质场分布的特征尺度时，

4
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方程 (1.17) 近似为

ℎ̄𝑗𝑘(𝑡, 𝒙) = 4
𝑅 ∫ d3𝒙′𝑇𝑗𝑘(𝑡𝑟, 𝒙′), (1.18)

其中 𝑅 ≡ |𝒙 − 𝒙′| 为观测者相对波源的距离。利用分部积分，方程 (1.18) 可以转

化为波源质量四极矩的二阶时间导数，即

ℎ̄𝑗𝑘(𝑡, 𝒙) = 2
𝑅𝑄̈𝑗𝑘, 𝑄𝑗𝑘 = ∫ d3𝒙′𝑥′

𝑗𝑥′
𝑘𝑇00(𝑡𝑟, 𝒙′), (1.19)

上述讨论仅在考虑物质对线性化引力波的贡献时成立。通过对波源物质分布和

运动的建模，可以对质量四极矩进行计算，从而给出可观测的引力波形。例如在

引力相互作用下相互旋近的双黑洞系统就有非零的质量四极矩加速度，从而成

为一类典型的引力波源。

直接的引力波探测开始于 20 世纪 60 年代 Weber 设计的共振型引力波探测

器 [17­18]，但是该探测器最终未能得到任何确切的引力波信号 [19]。此后，大型的

激光干涉仪引力波探测器应运而生 [20­21]，以实现对来自更遥远波源引力波信号

的探测。当引力波经过这样一个探测装置时，探测器的臂会因引力的潮汐作用

而发生延展和压缩，从而导致臂内激光的光程发生微弱的变化，在臂的末端形

成激光干涉信号。以这一原理工作的引力波探测器包括美国的激光干涉引力波

天文台 (The Laser Interferometer Gravitational­Wave Observatory, LIGO) [22]、欧洲

的室女座引力波天文台 (Virgo) [23]，日本的 KAGRA 引力波天文台 [24]。正在规

划建造的第三代引力波探测器包括：美国的 Cosmic Explorer (CE) [25] 和欧洲的

Einstein Telescope (ET) [26] 等地基引力波探测器，欧洲的 LISA 计划 [27]、中国的

天琴 [28]和太极计划 [29]等天基引力波探测器。

激光干涉探测器直接响应于引力波的极化模式 ℎ+(𝑡) 和 ℎ×(𝑡)，并以时间序列

𝑠(𝑡) 输出。其中 𝑠(𝑡) = ℎ(𝑡) + 𝑛(𝑡)，同时包含了物理信号 ℎ(𝑡) 和环境噪声 𝑛(𝑡)。其

中 ℎ(𝑡) 是引力波极化的线性组合

ℎ(𝑡) = ℎ+(𝑡)𝐹+ + ℎ×(𝑡)𝐹×, (1.20)

其中 𝐹+ 和 𝐹× 称为探测器的响应函数。一般地讲，如果引力波的物理信号振幅

高于环境噪声，|ℎ(𝑡)| > |𝑛(𝑡)|，我们就可以实现对引力波的探测。但是通过对引

力波信号和探测器噪声粗略的估计，我们发现 |ℎ(𝑡)| ≪ |𝑛(𝑡)|。那么如何将引力

波信号从强烈的环境噪声中提取出来呢？这是一个射电工程中常见的经典问题，

答案是我们需要在一定精度上了解 ℎ(𝑡) 的形式。物理信号 ℎ(𝑡) 的已知形式称为

波形模板。将模板与信号 𝑠(𝑡) 相乘并在观测时间 𝑇 内积分，有

1
𝑇 ∫

𝑇

0
𝑠(𝑡)ℎ(𝑡)d𝑡 = 1

𝑇 ∫
𝑇

0
ℎ2(𝑡)d𝑡 + 1

𝑇 ∫
𝑇

0
𝑛(𝑡)ℎ(𝑡)d𝑡. (1.21)
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方程右侧第一项的积分是正定的，积分结果 ∼ ℎ2
0，ℎ0 是引力波的特征振幅。而

第二项由于环境噪声的随机性，积分结果约为 (𝜏0/𝑇 )1/2𝑛0ℎ0，其中 𝑛0 和 𝜏0 是噪

声的特征振幅和时标。因此，物理信号的提取不需要 ℎ0 > 𝑛0 这一条件，而只需

要 ℎ0 > (𝜏0/𝑇 )1/2𝑛0。例如取 𝜏0 ∼ 1ms，观测时间为 𝑇 ∼ 1yr，有 (𝜏0/𝑇 )1/2 ∼ 10−5，

只要物理信号强度高于噪声的万分之一，就可以通过一年的累积观测将物理信

号 ℎ(𝑡) 从最终输出 𝑠(𝑡) 提取出来。这一从强噪声中通过模板过滤的信号提取方

法称为匹配滤波 [30]。完整的引力波探测和数据分析管线如图 (1.2) 所示，其中可

以看到模板匹配在整个处理流程中的地位和作用。

图 1.2 引力波信号数据分析管线，该图引自 [31]。

这就产生了一个新的问题：如何构建精确的引力波波形模板呢？最直接也最

精确的方法是对 Einstein 引力场方程的直接求解。然而，由于方程的高度非线性

特性，对引力波产生过程的精确解析求解几乎是不可能的。而数值相对论 [32­33]

——使用计算机数值求解 Einstein 场方程，同样面临稳定性问题等巨大挑战。直

到 2005 年稳定性问题才因自适应网格细化算法和广义谐和坐标等方法的引入而

得以解决 [34­35]。截止到目前，已经有多个数值相对论小组建立了双黑洞并合过

程的模拟列表。例如 Rochester理工学院 (Rochester Institute of Technology, RIT)小

组的 RIT 列表 [36]和 Simulatng eXtreme Spacetimes (SXS) 小组的 SXS 列表 [37]等。

但是，数值相对论的计算成本极为昂贵，通常需要依赖超级计算机和 GPU 加速

进行处理。而匹配滤波却需要大量快速的模板生成。显然，数值相对论模拟无法

满足这样的实际需求。因此，一系列替代模板被提出，包括后牛顿展开 [38­39]、现

6
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象学波形模板 [40­41]和有效单体 (effective one­body, EOB) [40]等。其中后牛顿展开

是最早发展起来的近似手段，通过对引力场方程和物质运动的低速展开实现波

形解析求解，因此对模板构建、数值相对论可靠性检验和辐射过程物理图像的理

解起到了重要的作用。

LIGO于 2015年实现了对引力波的首次直接观测，位于Hanford和Livingston

的两台激光干涉仪探测器探测到来自遥远双黑洞并合过程的引力波信号，这一

信号被命名为 GW150914 [42]。引力波的成功探测开启了引力波天文学的新时代。

像 GW150914 这样来自致密双星并合过程的引力波信号大致分为三个阶段：当

双黑洞间距远超过各自的引力半径时，双黑洞的运动可以近似地用 Newton 力学

及其高阶修正描述，这一阶段称为“旋进”或“旋近”(inspiral)。但是随着引力波带走

双黑洞系统的结合能，其轨道频率逐渐增大，间距逐渐变小，落入对方的强引力

场内。最终两个黑洞相互碰撞，融合为一个黑洞。这一过程称为“并合”(merger)。

此时系统运动呈现强相对论性，在短时间内释放巨大的能量。在整体融合为一

个黑洞后，剧烈扰动的残留继续辐射，直到末态天体退化一个标准的 Kerr 黑洞。

这一过程中的引力波可以看做黑洞背景下的微小扰动，引力扰动以黑洞的特征

频率辐射出来，形成准正则模式。这一过程称为“铃宕”(ringdown)，可以由黑洞

的扰动理论描述，当末态黑洞完全退化为 Kerr 黑洞后，引力辐射结束。这就是

双黑洞并合过程的基本图像。

图 1.3 引力波事件GW150914，该图引自 [42]。引力波信号可以明显地区分为“旋近”、“并合”
和“铃宕”三个阶段。

在此后的十年中，Virgo探测器也加入观测阵列，并在对第一个双中子星并合

事件GW170817 [43]的定位中发挥了重要作用。到目前为止，LIGO/Virgo/KAGRA

阵列已经成功观测到超过 90 例引力波事件 [44­47]，这些引力波事件均来自致密

双星的并合，包括双黑洞并合、双中子星并合以及中子星黑洞并合。

7
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基于已有的引力波观测数据，LIGO/Virgo/KAGRA 合作组开展了一系列引

力检验的研究 [48­52]，主要的检验方法包括引力波产生的参数化检验、色散关系

检验、额外极化模式搜寻、准正则模式检验、旋进­并合­铃宕一致性检验等。例

如在基于引力波产生过程的检验中，人们引入一系列描述波形改变的参数，对可

能的广义相对论偏离进行参数化。例如在双星旋进阶段，频域引力波波形可以通

过后牛顿展开解析地给出，其相位写为 𝛷 = ∑ 𝑎𝑘𝑣𝑘，其中 𝑣 是双星系统的特征

速度。展开系数 𝑎𝑘 可以通过波源建模完全确定。引力波形中对广义相对论的可

能偏离体现在系数 𝑎𝑘 的变化上，即 𝑎𝑘 → 𝑎𝑘 + 𝛿𝑎𝑘。在参数估计中，𝛿𝑎𝑘 被视为

自由参数，与决定 𝑎𝑘 的内禀参数一起进行 Bayes 推断。广义相对论的偏离将会

体现在 𝛿𝑎𝑘 的后验概率分布中。对具体的修改引力理论，𝛿𝑎𝑘 会依赖于理论的某

些内禀参数——耦合系数、天体的标量荷，对 𝛿𝑎𝑘 的约束就可以映射为对特定引

力理论的限制。

1.3 超越广义相对论和宇称破缺引力理论
广义相对论被认为是目前最成功的引力理论。但是，在理论上，广义相对论

无法解决量子化 [53]和时空奇点疑难 [54]，从而无法实现与描述微观世界物理的量

子力学的融合。在观测上，人们为了解释星系旋转曲线 [55]和宇宙加速膨胀 [56]等

问题，不得不引入暗物质 [57]和暗能量 [58]的概念，而这些概念背后的物理尚未可

知。这些困难均表明广义相对论可能是一个不完整的理论。因此，人们在理论层

面提出各种修改引力来对广义相对论进行补充和修正，在观测层面则不断寻找

广义相对论新的实验证据。

但是 Lovelock 定理表明，在四维 Riemann 时空中，仅由度规张量构造的二

阶时空导数的引力场方程只能是 Einstein 引力场方程 [59]。这就意味着如果想要

构造区别于广义相对论的其他理论，只能从以下几个方面入手：

• 增加新的自由度。例如在 Brans­Dicke 引力 [60]和 Horndeski 理论 [61]中，人

们引入标量场作为“第五种力”的传播媒介，在 Einstein­aether理论 [62]中，则

引入了矢量场作为修正。

• 接受高于二阶时空导数的引力场方程，例如 𝑓(𝑅) 引力 [63]。

• 高维引力理论。例如 Einstein­Gauss­Bonnet 引力 [59]。

• 放弃 Riemann 几何。例如以挠率代替曲率作为时空弯曲表述的平行等价广

义相对论 (teleparallel equivalent of general relativity, TEGR) [64]，及其相应的

扩展，如 𝑓(𝑇 ) 引力 [65]和 Nieh­Yan (NY) 引力 [66­67]等。

这些理论通常引入耦合常数来描述对广义相对论偏离的强度。引力理论的

修正自然地影响到太阳系天体和人造卫星的运动、黑洞的时空结构、电磁波的传

8
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播、引力波的产生和传播、宇宙膨胀机制、宇宙大尺度结构形成和演化等问题。

通过天文观测和理论预言的对比，可以给出耦合常数的上限，从而形成对修改引

力的限制或约束。对新效应建模并结合观测给出对耦合常数的更紧约束是修改

引力研究的主要目标之一。

近年来，一类宇称破缺的修改引力理论引起了人们的广泛关注。对称性在物

理学中具有核心地位，它不仅为理论提供了简洁优美的数学结构，还深刻揭示了

自然界的基本规律。物理规律的宇称 (空间反演) 变换协变性是重要的对称性之

一。作为宇称协变的必然结果，宇称守恒被视为自然界的基本法则，广泛应用于

粒子物理的研究中。然而，20 世纪 50 年代，李政道和杨振宁提出了弱相互作用

中宇称不守恒的理论预测 [68]，吴健雄等人则于 1957 年在钴­60 原子核 𝛽 衰变实

验首次观测到宇称不守恒现象 [69]，成为现代粒子物理学的一个里程碑。

那么引力中是否也存在宇称对称性和宇称守恒的可能破缺呢？为验证引力

的宇称对称性，物理学家发展出多种宇称破缺的修改引力理论，并通过不同尺度

的观测对它们进行检验。下面我们对几类主要的宇称破缺引力理论进行简要介

绍。

1.3.1 Riemann几何框架中的宇称破缺引力

1. Chern­Simons引力
Chern­Simons (CS) 引力 [70­72]是最早提出的，也是最简单的宇称破缺引力理

论。该理论的作用量写为

𝑆 = ∫ d4𝑥√−𝑔{(16𝜋)−1𝑅 + ℒCS + ℒ𝜗 + ℒ𝑚}, (1.22)

ℒCS = 𝛼
4 𝜗𝑅𝑅̂, (1.23)

ℒ𝜗 = −𝛽 [
1
2(∇𝜇𝜗)(∇𝜇𝜗) + 𝑉 (𝜗)] , (1.24)

其中 𝜗 是 CS 标量场。𝑔 代表了弯曲时空度规张量 𝑔𝜇𝜈 的行列式，1/√−𝑔 的引入

是为了确保引力理论的协变性。𝛼
4 𝜗𝑅𝑅̂ 称为 Pontryagin 密度，定义为

𝑅𝑅̂ = 1
2

1
√−𝑔

𝜖𝜇𝜈𝜌𝜆𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈𝑅𝛼𝛽
𝜌𝜆. (1.25)

其中 𝛼 是具有长度平方量纲的耦合常数，代表了标量场与引力场之间的耦合强

度。1
2(∇𝜇𝜗)(∇𝜇𝜗) 代表了标量场的动能，∇𝜇 是与时空度规 𝑔𝜇𝜈 适配的协变导数。

𝑉 (𝜗) 代表了标量场的势能，在本文中，我们总是取 𝑉 (𝜗) = 0。𝛽 是无量纲常数，

如果取 𝛽 = 0，则标量场本身不具有动力学特性，对应 ndCS 理论。当 𝛽 = 1 时则

得到 dCS 理论。

9
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从作用量 (1.22) 的形式不难看出，这一理论涉及到引力场的高阶导数，这会

诱导 Ostrogradsky不稳定性的出现，因此 CS理论只能看做基础理论的低能截断。

为解决这一问题，Crisostomi 等人 [73]通过在作用量中引入标量场的高阶导数来

避免这一效应。

2. 一般宇称破缺的标量­张量引力
一般宇称破缺的标量­张量引力是 Crisostomi 等人 [73]为了消除 dCS 理论中

的引力场高阶导数而提出的宇称破缺引力理论。将 CS 引力中的标量场拓展为标

量场 𝜙 的函数 𝜗(𝜙)，ℒCS 进一步扩展为 ℒPV，写作

ℒPV = ℒCS +
4

∑
A=1

𝑎A(𝜙, 𝜙𝜇𝜙𝜇)𝐿A +
7

∑
A=1

𝑏A(𝜙, 𝜙𝜇𝜙𝜇)𝑀A, (1.26)

其中 𝐿A 和 𝑀A 的具体形式可以在文献 [74­77]中找到。与 CS修正相比，𝐿A 和 𝑀A

分别包含了标量场的一阶和二阶导数。为避免 Ostrogradsky 不稳定性，耦合常数

应满足 4𝑎1 + 2𝑎2 + 𝑎3 + 8𝑎4 = 0 和 𝑏7 = 0, 𝑏6 = 2(𝑏4 + 𝑏5), 𝑏2 = −𝐴2
∗(𝑏3 − 𝑏4)/2，其

中 𝐴∗ ≡ ̇𝜙(𝑡)/𝑁，𝑁 为 Lapse 函数。

3. 宇称破缺的 Hořava­Lifshitz引力
Hořava­Lifshitz 引力认为，Lorentz 协变只是一种低能条件下自然出现的对

称性，而不会出现在高能条件下 [78­79]。这为构造高能标下不依赖 Lorentz协变性

的量子引力提供了一种新的思路。通过放弃 Lorentz 对称性，宇称破缺效应可以

很自然地被纳入这一理论，例如涉及到三阶空间导数的宇称剖切项写为

ℒPV = 1
ℳ3

PV

(𝛼0𝐾𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 + 𝛼2𝜖𝑖𝑗𝑘𝑅𝑖𝑙∇𝑗𝑅𝑙
𝑘) + 𝛼1𝜔3(𝛤 )

ℳPV
, (1.27)

其中 ℳPV 是高阶导数算符有显著效应的能量尺度。𝛼0、𝛼1、𝛼2 是无量纲的任意

耦合常数，𝐾𝑖𝑗 和 𝑅𝑖𝑗 分别表示对应三维空间度规 𝑔𝑖𝑗 外曲率和三维 Ricci 张量。

∇𝑖 表示对应 𝑔𝑖𝑗 的协变导数，𝜔3(𝛤 ) 是三维引力 CS 项。

1.3.2 非 Riemann几何框架中的宇称破缺引力

引力理论也可以建立在非 Riemann 几何框架的基础之上，最经典的粒子是

平行引力 (teleparallel gravity, TG) 和对称平行引力 (symmetric teleparallel gravity,

STG)。TG 采用了时空的挠率而非曲率来描述引力，与广义相对论等价的一种模

型是 TEGR。在 STG框架中，时空既没有曲率也没有挠率，引力由非度规性张量

𝑄𝛼𝜇𝜈 ≡ ∇𝛼𝑔𝜇𝜈 描述。与广义相对论等价的理论是对称平行广义相对论 (symmetric

teleparallel general relativity, STGR)。建立在 TEGR和 STGR基础上的宇称破缺理

论分别是 NY 引力 [66­67]和宇称破缺的 STGR 引力 [80­81]
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1. Nieh­Yan引力
NY 引力是在 TEGR 的基础上通过引入标量场与时空挠率的相互作用而构

造出来的，作用量中的宇称破缺项是

ℒNY = 𝑐
4𝜃𝑇 ̂𝑇 , 𝑇 ̂𝑇 ≡ 1

2
1

√−𝑔
𝜖𝜇𝜈𝜌𝜆𝑇𝐴𝜇𝜈𝑇 𝐴

𝜌𝜆. (1.28)

其中 𝑐 是耦合常数，𝜃 是 NY 引力引入的额外标量场。𝑇𝐴𝜇𝜈 是时空的非零挠率张

量，代表了引力的强度，一般同时依赖于标架场 𝑒 𝜇
𝐴 和自旋联络 𝜔𝐴

𝐵𝜇，

𝑇 𝜆
𝜇𝜈 = 2𝑒 𝜆

𝐴 (∂[𝜇𝑒𝐴
𝜈] + 𝜔𝐴

𝐵[𝜇𝑒𝐵
𝜈]) . (1.29)

其中标架场与度规张量的关系是 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝐴𝐵𝑒𝐴
𝜇𝑒𝐵

𝜈，自旋联络由 Lorentz 变换矩阵

元 𝛬𝐴
𝐵 给出，𝜔𝐴

𝐵𝜇 ≡ (𝛬−1)𝐴
𝐶∂𝜇𝛬𝐶

𝐵。

2. 宇称破缺的 STG

与 CS 和 NY 引力相似，我们也可以在 STGR 的基础上引入宇称破缺项，基

于非度规性张量，这一修正项构造为

ℒPVSTG = −𝑐𝜙𝜖𝜇𝜈𝜌𝜆𝑄𝜇𝜈𝛼𝑄 𝛼
𝜌𝜆 . (1.30)

其中 𝜙 是额外标量场。非度规性张量 𝑄𝛼𝜇𝜈 定义为度规张量的协变导数

𝑄𝛼𝜇𝜈 ≡ ∇𝛼𝑔𝜇𝜈 = ∂𝛼𝑔𝜇𝜈 − 𝛤 𝜆
𝛼𝜇𝑔𝜆𝜈 − 𝛤 𝜆

𝛼𝜈𝑔𝜆𝜇. (1.31)

1.4 本文内容与结构
dCS 引力是最简单同时具有代表性的一类宇称破缺理论，本文将以 dCS 理

论为主开展关于引力宇称对称性检验的相关讨论和研究。本文由四个主要部分

构成。

1. 本文第一部分对 dCS引力理论进行了系统的介绍
我们首先给出 dCS理论的作用量和场方程，并说明 CS项的引入是如何破坏

宇称协变性的。之后将场方程应用到不同的天体物理场景进行求解。在宇宙学尺

度上，标量场的真空期望值随宇宙膨胀而演化，这会驱动引力波出现振幅双折射

效应，两种极化模式遵循不同的演化方程，并出现相互转化。通过引力波观测，

可以对修正能标 ℳPV ∼ 𝛼 ̇𝜗0 实现约束 [82­87]，其中 𝛼 是 dCS 耦合常数， ̇𝜗0 代表

背景标量场的时间导数。然而这无法形成对耦合常数 𝛼 的独立约束。

在较小尺度的天体物理情形中，弱耦合和慢转动近似可以给出 dCS 引力下

的旋转黑洞解 [88­90]。弱耦合意味着这一解析解仅在 √𝛼 ≪ ℳ𝑠 的情况下成立，

其中 ℳ 是系统最小的特征尺度 (质量)。例如，地球­人造卫星系统的特征尺度为
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毫米量级，脉冲双星为 1km 量级，恒星级质量双黑洞观测需要达到 5 − 10km 量

级。这是贯穿本文的重要假设，是对 dCS引力产生有意义约束的前提条件。应用

孤立黑洞解，可以对人造卫星及其搭载陀螺仪的运动、脉冲双星运动和自旋进动

进行定量预测。结合观测数据发现，到目前为止，人造卫星所能给出的约束大约

只有 √𝛼 ⩽ 𝒪(108km) [88]，通过脉冲星观测给出的的约束为 √𝛼 ⩽ 𝒪(104km) [89]，
都无法对耦合常数施加有意义的限制。这就要求我们寻找新的探测方法提高限

制能力，而引力波恰好为我们提供了一种新的方案。根据第1.2节中对匹配滤波

方法的讨论，对修改引力的引力波检验同样依赖于精确的波形模板的构建。对典

型的恒星质量双黑洞系统的动力学建模和波形计算构成了本文的主要研究目标。

在广义相对论中，线性化引力场方程和测地线方程都是引力波形的计算重

要基础。因此在第2.4节，我们对 dCS 引力中引力场线性和二阶扰动进行了讨论，

给出引力波和标量波所满足的波动方程。第2.5节则采用有效场论方法对测地线

方程进行了推广。由于 dCS引力对球对称时空没有修正，因此必须将自旋偶极和

四极矩纳入对测地线方程的修正，从而导出修正的 Mathisson­Papapetrou­Dixon

(MPD) 方程和自旋粒子的能动张量。

2. 本文第二部分在后牛顿近似框架下对 dCS引力下的双黑洞系统进行一般
性的研究

对引力波形的解析计算就是对双黑洞系统运动方程和线性化引力场方程的

求解。本文的求解过程将在后牛顿框架 [38,91]下进行，其中引力场被按照系统特

征速度展开为幂级数。在近场区域，时空结构由双黑洞的引力场共同支配，并决

定二者的运动和引力辐射的源。通过对线性化引力场方程的积分，我们给出近

场度规和标量解，发现 dCS 引力的修正出现在相对 Newton 引力 𝒪(𝑣4) 阶次，即

2PN 阶次和自旋的平方阶。修正项包括两类——双黑洞标量场相互作用导致的

自旋­自旋耦合 (spin­spin coupling)，自旋四极矩和质量单极矩相互作用导致的单

极­四极耦合 (monopole­quadrupole coupling)。在双黑洞系统中，dCS理论对 1.5PN

阶次开始出现的自旋­轨道耦合 (spin­orbit coupling) 没有修正 [92]。

双黑洞系统的运动方程可以从修正的 MPD 方程导出。MPD 方程描述了单

个自旋粒子在弯曲背景时空中动量和自旋角动量的演化。将近场的度规和标量

解代入其中，按照特征速度展开到 2PN 阶次，并进行相应的正规化处理后，即

可得到后牛顿近似下的一组运动方程。这组方程包含两个部分。一部分描述了

粒子的平动——即坐标或速度的时间演化，dCS 修正出现在 2PN 阶次，包含自

旋­自旋耦合和单极­四极耦合两个部分。另一部分描述了自旋进动矢量的时间演

化。由于 Newton 引力中质点的自旋对引力场和粒子运动没有贡献，所以其主导

阶来自自旋­轨道耦合，dCS 修正相对高出 𝒪(𝑣) 阶次。在后牛顿近似适用的范围

内，只要给定足够的初始条件，这两个方程就完全确定了双黑洞系统的运动。
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在完成对运动描述后，我们转向在远场区域积分线性化引力场方程，给出双

黑洞系统运动而导致的引力辐射和标量辐射。其中标量辐射被精确到特征速度

的主导阶次，包含了单极辐射和四极辐射两个部分，处于黑洞自旋的线性阶。引

力辐射同样包含了自旋­自旋和单极­四极耦合两个部分。但是标量场与引力场的

耦合项对引力辐射没有贡献，因此在引力波辐射阶段，引力波极化不会呈现于宇

称破缺效应。最后，本文以引力辐射的一般表达式作为这一部分的结尾，从而完

成对双黑洞系统运动和辐射的一般讨论。

3. 本文第三部分给出了自旋平行双黑洞系统的引力波形
早在引力波探测实现之前，Yagi & Yunes & Tanaka等人就对 dCS引力下准圆

轨道双黑洞系统辐射的引力波形进行了计算 [93­94]。Fisher估计表明，引力波探测

对 dCS 引力耦合常数的估计上限约为 𝒪(10 − 100km)，远远好于太阳系观测和脉

冲双星观测。在引力波成功探测后，Nair等人 [95]、Perkins等人 [96]和Wang [97]等

人分别采用不同的引力波观测数据，对 dCS 理论进行了限制。可惜的是，这些

约束所给出的耦合常数上限大约只有 ∼ 𝒪(10 − 40km)，都超出了弱耦合近似的

适用范围，属于缺乏物理意义的约束。Shi等人 [98]利用 Fisher矩阵方法估计了未

来第三代引力波探测器对 dCS 理论的约束能力。对于准圆轨道上不同质量和不

同质量比的双黑洞系统都无法给出 dCS 引力的有效约束。一般地，引力波形模

板的精确度与参数估计的精确度息息相关。本文的主要目标是优化 dCS 引力下

的波源建模，在波形中引入轨道偏心率和自旋进动的影响。这些效应可能会放

大 dCS 波形与广义相对论的区别，从而使得现在或下一代引力波探测器有能力

捕捉宇称破缺的痕迹。

本文首先对自旋平行情况进行了详细计算。此时，双黑洞系统的轨道角动量

守恒，系统的运动局限在一个平面内，我们采用准开普勒参数化方法对运动方

程进行了求解，并展示了高阶后牛顿修正中的近心点进动效应。将准开普勒参

数化解代入辐射场的一般表达式即可得到守恒部分的引力波形。通过 Newman­

Penrose 分析方法，我们验证了 dCS 引力中引力波仍然只有两种独立的极化模式

——+ 模和 × 模 [99]，这是标量辐射与引力辐射脱耦导致的必然结果。因此后续

的推导可以放心地使用 TT规范。随后我们讨论了 dCS引力下引力波能量和角动

量的定义，并计算双黑洞系统的能量和角动量损失，进而得到轨道根数的辐射演

化——轨道频率持续增大直到双黑洞相互靠近到后牛顿近似失效的范围，轨道

偏心率持续减小直到充分圆化。最后为了实际观测的需要，我们采用稳态相位法

解析地计算了对应的频域波形。通过对不匹配度 (mismatch) 的估计，我们发现

考虑偏心率的影响后，仍然不足以在现有的引力波观测中区分出宇称破缺的信

号 [100]。因此我们将进一步优化波形计算，将自旋进动考虑进来。
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4. 本文第四部分对自旋进动双黑洞系统的运动和辐射进行了初步求解
自旋进动双黑洞的运动可以通过分为两部分，轨道平面本身的进动和双星

在平面轨道上的运动。由于两者在不同的时间尺度上演化，多尺度分析可以将

运动和进动相互解耦。在本文中我们主要关注运动方程的求解，进动仅用三个

Euler 角描述。由于自旋二阶修正会破坏轨道角动量大小的守恒性，本文仿照

Gergely [101­103]做法，引入周期平均化轨道角动量，并改写了运动方程。然后将

Klein等人 [104­105]的准开普勒参数化方案推广到 dCS引力。将参数化解代入辐射

场的一般表达式给出守恒部分引力波形及其轨道衰减。自旋进动会给引力波形

带来复杂的振幅和相位调制——轨道角动量的章动给引力波形带来 0.5PN 阶次

的振幅修正，方位角漂移带来 1PN 的相位修正，轨道运动的修正进入 2PN 和相

位修正。这些修正，尤其是低阶调制有望放大 dCS 引力波形与广义相对论的差

别，进而改进当前或未来引力波观测对宇称破缺效应的限制 [106­107]。此外我们

还发现，自旋进动情形下存在标量单极辐射，这导致了零偏心率轨道不再是双星

系统辐射反作用下最终稳定态，这也可能成为未来观测中区分广义相对论与宇

称偏离引力的一个判据。

本文其余章节结构如下。第2章将对 dCS 引力进行系统的回顾，包括作用量

和场方程、振幅双折射效应、孤立慢转动黑洞解、线性化引力场方程、自旋粒子

的运动及其相关的检验。第3章通过从 MPD 方程和线性化引力场方程出发，给

出双黑洞运动方程和辐射场的一般表达式。第4章研究了自旋平行系统的运动和

引力辐射。第5章初步研究了自旋进动系统中运动方程的准开普勒参数化解、引

力辐射和轨道衰减效应。最后，我们在第6章做简要的总结和展望。
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第 2章 Chern­Simons引力和宇称破缺

本章对 dCS 引力及其相关的宇称破缺机制做一个简要介绍。在第2.1节介绍

dCS 引力的作用量和场方程。第2.2节将关注 dCS 理论对引力波传播的影响——

振幅双折射效应，并介绍与之相关的宇称对称性检验。在第2.3节中，我们给出

dCS引力中的孤立慢转动黑洞解，并介绍太阳系和脉冲双星观测宇称对称性的检

验。第2.4节主要讨论修正引力场方程在平坦时空中的线性化。第2.5将推导 MPD

方程——描述自旋粒子在弯曲背景时空中的运动和自旋进动。

本章主要目的在于为全文的计算和论述建立理论基础，并进一步地阐明本

文的主要动机。对于理论基础，慢转动黑洞解是研究双黑洞旋近系统的重要前

提，无论是双黑洞的相对运动还是引力辐射都依赖于孤立黑洞的时空结构。而线

性化场方程是计算引力辐射场的基本出发点，MPD 方程是后牛顿框架下研究转

动黑洞运动的基本工具。对于本文的主要动机，本章将介绍基于振幅双折射效应

的宇称对称性检验，由于该效应不仅依赖于耦合参数，还依赖于标量场真空期望

值随宇宙膨胀的演化，所以无法给出对 𝛼 的独立约束。而基于慢转动黑洞解进

行的卫星检验和脉冲双星检验则无法满足弱耦合近似的要求。以上结论都是我

们转向引力波观测和更精确波源建模的主要动机。

2.1 作用量和引力场方程
从作用量的变分可以得到对应的引力场方程。CS 引力的作用量由方程 (1.8)

给出，其中第一项是为 Einstein­Hilbert 作用量，对度规 𝑔𝜇𝜈 变分可以得到它的变

分将给出 Einstein 张量 𝐺𝜇𝜈。第二项代表了标量场和引力场的耦合，其变分比较

复杂。忽略边界项的贡献后可以等价地写为

∫ d4𝑥√−𝑔𝜗𝑅𝑅̂ = 2 ∫ d4𝑥𝜗(∂𝜇𝐾𝜇) = −2 ∫ d4𝑥(∂𝜇𝜗)𝐾𝜇, (2.1)

其中 𝐾𝜇 是 CS 拓扑流，由 Christoffel 联络定义为

𝐾𝜌 = 𝜖𝜌𝜎𝛼𝛽
[𝛤 𝜈

𝜎𝜇(∂𝛼𝛤 𝜇
𝛽𝜈) + 2

3 (𝛤 𝜈
𝜎𝜇𝛤 𝜇

𝛼𝜆𝛤 𝜆
𝛽𝜈)] , (2.2)

并满足散度条件

∂𝜇𝐾𝜇 ≡ 1
2𝑅̂𝑅. (2.3)

借助几何恒等式 𝛿√−𝑔 = −1
2√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈 可以给出拓扑流的变分为

𝛿𝐾𝜌 = 𝜖𝜌𝜎𝛼𝛽
[(𝛿𝛤 𝜈

𝜎𝜇)(∂𝛼𝛤 𝜇
𝛽𝜈) + 𝛤 𝜈

𝜎𝜇∂𝛼(𝛿𝛤 𝜇
𝛽𝜈) + 2(𝛿𝛤 𝜈

𝜎𝜇)𝛤 𝜇
𝛼𝜆𝛤 𝜆

𝛽𝜈] . (2.4)
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因此可以对方程 (2.1) 的变分进行化简，得到

∫ d4𝑥(𝛿𝐾𝜌)(∂𝜌𝜗) = − ∫ d4𝑥√−𝑔𝐶𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈 . (2.5)

其中 𝐶𝜇𝜈 称为 Cotton 张量或 C­张量，定义为

𝐶𝜇𝜈 = − 1
√−𝑔

𝜖𝜌(𝜇|𝛼𝛽
[∇𝛼𝑅|𝜈)

𝛽 ] (∇𝜌𝜗) − 𝑅̂𝜆(𝜇|𝜌|𝜈)(∇𝜆∇𝜌𝜗). (2.6)

放在括号中的指标代表对称化操作，𝑇(𝜇|⋯|𝜈) = 1
2(𝑇𝜇⋯𝜈 + 𝑇𝜈⋯𝜇)。

结合方程 (2.5)，并令 𝛿𝑆/𝛿𝑔𝜇𝜈 = 0，可以得到修改的引力场方程 [71­72]

𝐺𝜇𝜈 + 16𝜋𝛼𝐶𝜇𝜈 = 8𝜋 [𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 + 𝑇 (𝜗)

𝜇𝜈 ] . (2.7)

𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 是物质场的能动张量，由 (1.9) 给出。dCS 标量场的能动张量是

𝑇 (𝜗)
𝜇𝜈 = 𝛽 [(∇𝜇𝜗)(∇𝜈𝜗) − 1

2𝑔𝜇𝜈(∇𝛼𝜗)(∇𝛼𝜗)] . (2.8)

类似地，通过对 𝜗 的变分可以得到标量场满足的方程 [71­72]，

□2
𝑔𝜗 = − 𝛼

4𝛽 𝑅𝑅̂. (2.9)

其中 □2
𝑔 是适配于度规 𝑔𝜇𝜈 的 d’Alembert算符 □2

𝑔 = 𝑔𝜇𝜈∇𝜇∇𝜈。动力学情形中，这

一方程描述了标量场的时间演化和空间分布，同时可以看到方程右侧包含了度

规场的高阶导数。但是在非动力学情形中，它只代表对引力场的一个约束，即

𝑅𝑅̂ = 0，称为 Pontryagin 约束。

非动力学情形 ndCS 具有更简单的数学形式，因此在 CS 提出的初期被广泛

研究。然而深入的研究表明，ndCS 理论本身存在严重的问题。Pontryagin 约束

是一个修改引力场方程的一个过约束，例如非动力学情形不允许 Kerr 解的存在，

也不允许 Schwarzschild 黑洞存在任何的引力扰动。这表明非动力学情况只能被

视为一个玩具模型，动力学情况才能代表更真实的物理 [72]。本文将关注动力学

情形下的相关修正。

2.2 振幅双折射和宇称破缺的检验

2.2.1 引力波在宇宙背景时空中的传播

当背景标量场随时间演化时，引力波的传播也会呈现出双折射效应。我们假

定背景时空由Robertson­Walker度规描述。同时标量场只是时间的函数 𝜗 = 𝜗0(𝑡)。
在考虑引力微扰后，完整的度规写为

d𝑠2 = 𝑎2(𝜂) [−d𝜂2 + (𝛿𝑖𝑗 + 𝐻𝑖𝑗)d𝑥𝑖d𝑥𝑗] . (2.10)
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其中 𝜂 是共形时间，和坐标时间 𝑡 之间存在关系 d𝑡 = 𝑎(𝜂)d𝜂。𝑎(𝜂) 是宇宙尺度因

子，并在现在归一化为 𝑎(𝜂 = 0) = 1。Hubble参数定义为 ℋ ≡ ̇𝑎/𝑎，其中 代̇表对坐

标时间的求导。𝐻𝑖𝑗 是度规扰动的空间分量，并符合 TT规范，∂𝑖𝐻𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝐻𝑖𝑗 = 0。
将度规 (2.10) 代入引力场方程 (2.7)，并精确到微扰的线性阶得到

ℋ2 = 4
3𝜋𝛽(𝜗′

0)2, ℋ′ = −2ℋ2, , (2.11)

和

𝐻″
𝑗𝑘 + 2ℋ𝐻′

𝑗𝑘 − (∇2𝐻𝑗𝑘) + 16𝜋𝛼
𝑎2 𝜖𝑠𝑚

(𝑗|∂𝑚 [𝜗′
0𝐻″

𝑠|𝑘) + 𝜗″
0 𝐻′

𝑠|𝑘) − 𝜗′
0(∇2𝐻𝑠|𝑘))] = 0.

(2.12)

其中方程 (2.11) 是修正的 Friedmann 方程。这意味着在 dCS 理论中，宇宙的膨胀

可以由背景标量场 𝜗0 驱动。Laplace 算符定义 ∇2 ≡ ∂𝑖∂𝑖。

为更方便地看出 dCS理论对引力波传播过程的影响，我们将传播方程 (2.12)

分解到不同极化和不同波矢，

𝐻𝑗𝑘 = ∑
𝐴=𝐿,𝑅 ∫

d3𝜿
(2𝜋)3 𝐻𝐴(𝜂, 𝜅𝑖) exp (𝑖𝜿 ⋅ 𝒙) 𝑒𝐴

𝑗𝑘 (2.13)

其中 𝜿 是引力波的波矢，左旋和右旋极化张量是

𝑒𝐿,𝑅
𝑖𝑗 = 1

√2
(𝑒+

𝑖𝑗 ± 𝑖𝑒×
𝑖𝑗), 𝑒+

𝑖𝑗 = ̂𝑢𝑖 ̂𝑢𝑗 − ̂𝑣𝑖 ̂𝑣𝑗 , 𝑒×
𝑖𝑗 = ̂𝑢𝑖 ̂𝑣𝑗 + ̂𝑣𝑖 ̂𝑢𝑗 , (2.14)

𝒖̂ 和 ̂𝒗 是垂直于引力波波矢 𝜿 且相互正交的基矢。于是方程 (2.12) 分解为左旋和

右旋极化模式各自满足的传播方程，

𝐻″
𝐴 + (2 + 𝜈𝐴) ℋ𝐻′

𝐴 + (1 + 𝜇𝐴)𝜅2𝐻𝐴 = 0, (2.15)

其中 𝜅 = |𝜿| 为引力波波数，𝜌𝐿,𝑅 = ±1。参数

𝜇𝐴 = 0, 𝜈𝐴 =
(16𝜋𝛼)𝜌𝐴𝜅(2ℋ𝜗′

0 − 𝜗″
0 )/(𝑎2ℋ)

1 − (16𝜋𝛼)𝜌𝐴𝜅𝜗′
0/𝑎2 . (2.16)

其中 𝜇𝐴 描述了引力波的速度双折射效应，即左旋波和右旋波具有不同的传播速

度。而 𝜈𝐴 描述了振幅双折射效应，即左旋和右旋波的振幅会在传播中分别增大

和减小 (或减小和增大)，从而出现两种极化模式之间的混合。在广义相对论中这

两个参数都为零，在 dCS 理论下只有振幅双折射效应，在更一般的宇称破缺引

力 [75]中振幅和速度双折射效应同时存在。

为了对这两种效应进行分别的定量计算，对引力波极化模式做如下形式的

代换

𝐻𝐴 = 𝐻̂𝐴𝑒−𝑖𝜃𝐴(𝜂), (2.17)
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其中 𝐻̂𝐴 代表了引力波的原始波形①，修正因子 𝑒−𝑖𝜃𝐴 代表了对振幅的修正，且

参数 𝜃𝐴 具有量级 𝒪(𝜃𝐴) ∼ 𝒪(𝜈𝐴)。将 (2.17)代入传播方程 (2.15)，在参数 𝜈𝐴 的零

阶和线性阶分别给出

𝐻̂″
𝐴 + 2ℋ𝐻̂′

𝐴 + (1 + 𝜇𝐴)𝜅2𝐻̂𝐴 = 0, (2.18)

和

(ℋ𝜈𝐴 − 2𝑖𝜃′
𝐴) 𝐻̂′

𝐴 − [𝜃′2
𝐴 + 𝑖𝜃″

𝐴 + 𝑖𝜃′
𝐴 (2 + 𝜈𝐴) ℋ] 𝐻̂𝐴 = 0, (2.19)

方程 (2.18) 和 (2.19) 分别给出了原始波形和振幅修正因子 𝜃𝐴 的演化。对原始波

形 𝐻̂𝐴 进行进一步分解为

𝐻̂𝐴 = 𝒜𝐴𝑒−𝑖𝛷(𝜂), (2.20)

其中 𝒜𝐴 和 𝛷 均为实数，代表原始引力波形的振幅和相位。且有 𝒪(𝛷′) ∼ 𝒪(𝜅)。
将这一分解代入方程 (2.18) 和 (2.19) 分别得到

𝑖𝛷″ + 𝛷′2 + 2𝑖ℋ𝛷 − (1 + 𝜇𝐴)𝜅2 = 0, (2.21)

𝑖𝜃″
𝐴 + 2𝜃′

𝐴𝛷′ + 𝜃′2
𝐴 + 𝑖 (2 + 𝜈𝐴) ℋ𝜃′

𝐴 + 𝑖ℋ𝜈𝐴𝛷′ = 0, (2.22)

第一个关于 𝛷 的方程描述了引力波的相位修正，即速度双折射。第二个关于 𝜃𝐴

的方程描述了振幅双折射。这里我们只针对 dCS 引力探讨振幅双折射。

由于 𝜃𝐴 的演化起源于宇宙膨胀和背景标量场的演化，因此其时间变化尺度

与宇宙年龄在相同量级，于是有 𝒪(𝜃′
𝐴) ∼ 𝒪(ℋ𝜃𝐴) 和 𝒪(𝜃″

𝐴 ∼ ℋ2𝜃𝐴)。同时我们假

定 𝜅 ≫ ℋ，即引力波的波长远远小于宇宙的尺度。仅保留主导阶，方程 (2.22)简

化为 2𝜃′
𝐴𝛷′ + 𝑖ℋ𝜈𝐴𝛷′ = 0，其解为

𝜃𝐴(𝜂) = − 𝑖
2 ∫

𝜂

𝜂𝑠
ℋ(𝜂′)𝜈𝐴(𝜂′)d𝜂′. (2.23)

其中 𝜂𝑠 是波源所在位置的共形时间。因此引力波传播到 𝜂 时刻的振幅修正为

𝑒−𝑖𝜃𝐴(𝜂) = 1 + 𝜌𝐴 ̄𝜉 + 𝒪( ̄𝜉2), (2.24)

̄𝜉 = (16𝜋2𝛼) [ ̇𝜗0(𝑡0) − (1 + 𝑧) ̇𝜗0(𝑡𝑠)] 𝑓 , (2.25)

其中在膨胀宇宙中的引力波频率是 𝑓 = 𝜅/(2𝜋𝑎0)。这里我们假定了参数 ̄𝜉 ≪ 1，
这称为弱 CS 假设 [108]。综合上述讨论，经过宇宙学尺度传播的引力波极化将由

𝐻̂𝐴 演化为 𝐻𝐴，这一变换关系整理为

𝐻+ = 𝐻̂+ − 𝑖 ̄𝜉𝐻̂×, 𝐻× = 𝐻̂× + 𝑖 ̄𝜉𝐻̂+. (2.26)
①这里暂且不考虑 dCS 对引力波产生的修正。
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可以看到引力波的两种极化模式之间会出现相互转化。这就是引力波的振幅双

折射效应，是 dCS 理论中宇称破缺效应的主要体现。对于近邻宇宙 (𝑧 ≪ 1)，我

们有 ̇𝜗0(𝑡𝑠) ≈ ̇𝜗0(𝑡0) + ̈𝜗0(𝑡0)(𝑡𝑠 − 𝑡0) ≈ ̇𝜗0(𝑡0) + [ ̈𝜗0(𝑡0)/ℋ0]𝑧，因此

̄𝜉 = ̄𝜉0𝜋𝑓𝑧, ̄𝜉0 = −(16𝜋𝛼) [
̇𝜗0(𝑡0) −

̈𝜗0(𝑡0)
ℋ0 ] , (2.27)

在考虑了传播效应后，引力波修正对 𝛼 和 ̇𝜗0 − ( ̈𝜗0/ℋ0) 的依赖是简并的，通过对

比引力波观测结果与上述理论模型，可以给出对参数 ̄𝜉0 的相关约束。但却无法

给出对耦合常数 𝛼 单独的限制。

2.2.2 通过振幅双折射对宇称破缺的检验

在第2.2节中，我们推导了 dCS 引力下和宇宙学背景时空中引力波极化的演

化，通过对引力波信号的探测可以给出 dCS 理论的限制。尽管 dCS 理论对引力

波产生也存在修正，但与宇宙学尺度的传播效应相比是可以忽略的，所以引力波

形可以简化为仅由广义相对论贡献。引力波探测器接收到的信号是两个极化模

式的线性叠加，叠加系数为探测器响应函数，即 𝐻 = 𝐻+𝐹+ + 𝐻×𝐹×。于是对应

的频域波形可以写为

𝐻̃(𝑓) = 𝒜𝛿𝒜𝑒𝑖(𝛹+𝛿𝛹). (2.28)

振幅和相位修正分别是

𝛿𝒜 =√(1 + cos2 𝜄 + 2 ̄𝜉 cos 𝜄)
2 𝐹 2

+ + [2 cos 𝜄 + (1 + cos2 𝜄) ̄𝜉]2𝐹 2
× , (2.29a)

𝛿𝛹 = tan−1
{

[2 cos 𝜄 + (1 + cos2 𝜄) ̄𝜉] 𝐹×
(1 + cos2 𝜄 + 2 ̄𝜉 cos 𝜄)𝐹+ }

, (2.29b)

其中 𝜄 是双星系统轨道倾角。𝒜 和 𝛹 代表了广义相对论下的引力波形。其中参数

̄𝜉 = ̄𝜉0𝜋𝑓𝑧， ̄𝜉0 定义在方程 (2.27) 中。Yagi & Yang [108]采用 Fisher 信息矩阵的方

法计算了不同探测器对参数 ̄𝜉0 的测量不确定度。其中考虑了一组类 GW150914

的引力波事件，它们在天空中指向和方位角随机分布。对 O1 运行阶段的 LIGO，

引力波源均匀分布在光度距离 240Mpc到 570Mpc的范围内，信噪比固定为 23.7。
对设计灵敏度的 LIGO/Virgo 探测器阵列和第三代引力探测器 CE(假定放置在

LIGO Harvard)，引力波源固定在光度距离 420Mpc。假定初始波形来自准圆轨道

双黑洞系统，由模板 IMRPhenomB 构建。对参数 ̄𝜉0 的 1𝜎 约束上限的分布概率

展示在图 (2.1) 中。绿色阴影区域代表了弱 CS 近似的成立范围。可以看到 O1 阶

段的 LIGO观测给出的限制是很弱的，第二代引力波探测器阵列和第三代探测器

有望对 ̄𝜉0 实现有意义的约束。
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图 2.1 Yagi & Yang [108]通过 Fisher 矩阵分析给出的对参数 ̄𝜉0 约束上限 (1𝜎) 的概率密度分
布。图中横轴与我们讨论的 ̄𝜉0 一致，原文中将系数 16𝜋𝛼 吸收到了标量场背景 𝜗0 中。

2.3 孤立黑洞解、太阳系和脉冲双星检验
黑洞的存在是广义相对论的重要预言之一。Schwarzschild 解 [109]是 Einstein

引力场方程的第一个严格解，由 Schwarzschild 于 1916 年得到。其不变距离在

Schwarzschild 坐标 {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑} 中的形式为

d𝑠2 = −𝑓(𝑟)d𝑡2 + 1
𝑓(𝑟)d𝑟2 + 𝑟2(d𝜃2 + sin2 𝜃d𝜑2), 𝑓 (𝑟) ≡ 1 − 2𝔪

𝑟 , (2.30)

该解描述了具有静止、球对称质量分布的物体外部的时空结构，𝔪 是该物体的

静止质量。当物体的质量全部集中在引力半径 𝑟 = 2𝔪 以内时，𝑟 = 2𝔪 球面成为

一个奇异的曲面，位于该曲面内侧的试探粒子只能向中心掉落而无法逃逸。因此

当一个天体坍缩到质量分布半径小于引力半径后，所有物质将不可避免地落入

中心点。因此，引力半径外的观测者是无法看到该物体的，因此这样的物体被命

名为黑洞，引力半径处的曲面称为事件视界。最终，物体的全部质量将集中在球

心，形成一个真正的物理奇点。

轴对称黑洞由 Kerr 在 1963 年解出 [110]，其不变距离在 Boyle­Lindquist 坐标

𝑥𝜇 = {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑} [111]下写为

d𝑠2 = 𝑔(K)
𝜇𝜈 d𝑥𝜇d𝑥𝜈 = −d𝑡2 + 𝜌2

𝛥 d𝑟2 + 𝜌2d𝜃2

+ (𝑟2 + 𝑎2) sin2 𝜃d𝜑2 + 2𝑚𝑟
𝜌2 (𝑎 sin2 𝜃d𝜑 − d𝑡)

2 ,
(2.31)

其中 𝛥 = 𝑟2 − 2𝔪𝑟 + 𝑎2 和 𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃。其中 𝔪 仍然为黑洞的质量，𝑎 是

黑洞的角动量，在 𝑎 = 0 时 Kerr 解 (2.31) 回到 Schwarzschild 度规 (2.30)。

我们研究的 dCS 引力是一类宇称破缺的修改引力理论，数学上则可以证明

球对称时空 Pontryagin 密度为零。因此 dCS 理论对球对称系统没有任何修正，

Schwarzschild 黑洞仍然是引力场方程 (2.7) 的一个解 [71,112]。因此求解旋转黑洞
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解成为了一个必然的要求。然而，旋转黑洞解的求解即使在广义相对论中也是一

个非常困难的任务，在修改引力中更是如此。目前存在的几种求解方案包括

• 远场近似解。Alexander & Yunes [113]以小参量 𝔪/𝑟 对引力场方程进行级数

展开，找到了 dCS 理论的弱场解，并在 [114]中使用该解对 dCS 理论进行了

约束。

• 弱耦合和慢转动近似解。dCS 耦合常数和黑洞的自旋参数被视为小参量，

将引力场方程按照这两个参数级数展开，并将修正部分看做 Kerr 黑洞背

景上的扰动，通过逐阶求解扰动方程得到黑洞解。Yunes & Pretorius [89]和

Yagi 等人 [90]分别在自旋的一阶和二阶进行了求解。这一方法更适合于解

析地研究黑洞结构及其相关的动力学过程。本文将采用这一方法。

• 弱耦合和快转动解。Stein [115]在弱耦合但快自旋的情况下对场方程进行了

数值求解，并确定了弱耦合极限的适用范围。

• 数值解。Terence 等人 [116]采用完全数值的方法积分引力场方程，得到了任

意自旋的黑洞解，且该解在弱耦合和慢转动近似下与 [89­90]一致。

2.3.1 弱耦合与慢转动近似

下面考虑一个质量 𝔪，自旋为 𝑎 的质点在 dCS 理论中的度规场。首先我

们假设标量场与引力场之间仅存在微弱的耦合。由于耦合常数 𝛼 具有质量平方

的量纲，我们定义无量纲量 𝛼̂ = 𝛼/𝔪2，并要求 𝛼̂ ≪ 1，另取无量纲自旋系数

̂𝜒 = 𝑎/𝔪 ≪ 1。这两个假设分别称为弱耦合和慢转动假设。于是度规和标量场函

数可以以 𝛼̂ 和 ̂𝜒 作为展开系数进行微扰展开。从方程 (2.9) 可知，标量场解应对

应 𝒪(𝛼̂) 和更高阶。同时由于对球对称时空 𝑅𝑅̂ = 0，dCS 理论完全回到广义相对

论，因此标量场应对应 ̂𝜒 的线性阶和更高阶。因此我们假设标量场具有如下形

式，

𝜗 = 𝛼̂ [ ̂𝜒𝜗(1,1) + ̂𝜒2𝜗(1,2) + ⋯] + ⋯ (2.32)

𝜗(𝑖,𝑗) 表示对应耦合常数 𝑖 阶和自旋 𝑗 阶的标量解。更高阶展开超出本文所关心的

范围。接下来我们将度规场展开为如下形式

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔(K)
𝜇𝜈 + 𝛼̂2 ̂𝜒𝑔(2,1)

𝜇𝜈 + 𝛼̂2 ̂𝜒2𝑔(2,2)
𝜇𝜈 + ⋯ (2.33)

其中 𝑔(K)
𝜇𝜈 代表 Kerr 度规 [110]，𝑔(𝑖,𝑗)

𝜇𝜈 的额外指标的含义与标量场相同。由于修正

项 𝒪(𝛼𝐶𝜇𝜈) ∼ 𝒪(𝛼𝜗) ∼ 𝒪(𝛼̂2) 和 𝒪(𝑇 (𝜗)
𝜇𝜈 ) ∼ 𝒪(𝜗2) ∼ 𝒪(𝛼̂2)，度规修正对应 𝒪(𝛼̂2) 及

更高阶。我们最终需要求解的是 𝑔(2,1)
𝜇𝜈 , 𝑔(2,2)

𝜇𝜈 , 𝜗(1,1), 𝜗(1,2) 等四个未知函数，由于旋

转黑洞的轴对称和稳态特性，这些函数在 Boyel­Lindquist 坐标 {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑} [111]中

都只是半径 𝑟 和极角 𝜃 的函数。同时，受到时间反演对称性的限制，自旋一阶项

𝑔(2,1)
𝜇𝜈 仅有 (𝑡𝜑) 分量非零，自旋二阶项 𝑔(2,2)

𝜇𝜈 仅有对角元非零。因此度规修正部分
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可以写为

𝑔(2,1)
𝜇𝜈 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 𝑔(2,1)
𝑡𝜑

0 0 0 0
0 0 0 0

𝑔(2,1)
𝑡𝜑 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑔(2,2)
𝜇𝜈 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑔(2,2)
𝑡𝑡 0 0 0
0 𝑔(2,2)

𝑟𝑟 0 0
0 0 𝑔(2,2)

𝜃𝜃 0
0 0 0 𝑔(2,2)

𝜑𝜑

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

(2.34)

此外，还有 𝑔(2,2)
𝜑𝜑 = sin2 𝜃𝑔(2,2)

𝜃𝜃 。对未知函数的分离变量会简化场方程的求解。因

为时空度规在 𝒪(𝛼̂0 ̂𝜒0) 阶次就是 Schwarzschild 度规，所以 𝛼̂ 和 ̂𝜒 的高阶修正可

以看做 Schwarzschild 度规上的微扰。仿照黑洞引力扰动的 Regge­Wheeler­Zerilli

形式 [117­118]，将上述待求解函数按照张量球谐函数分解为

𝑔(2,1)
𝑡𝜑 (𝑟, 𝜃) =

∞

∑
ℓ=1

𝑊ℓ(𝑟)
[

− 𝑟
√2ℓ(ℓ + 1)

sin 𝜃 ∂
∂𝜃 𝑌ℓ0(𝜃)

]
,

𝑔(2,2)
𝑡𝑡 (𝑟, 𝜃) =

∞

∑
ℓ=0

[𝑓(𝑟)𝐻ℓ(𝑟)]𝑌ℓ0(𝜃),

𝑔(2,2)
𝑟𝑟 (𝑟, 𝜃) =

∞

∑
ℓ=0 [

1
𝑓(𝑟)𝐹ℓ(𝑟)] 𝑌ℓ0(𝜃),

𝑔(2,2)
𝜃𝜃 (𝑟, 𝜃) =

∞

∑
ℓ=2

[√2𝐾ℓ(𝑟)] ⋅
[

𝑟2

√2
𝑌ℓ0(𝜃)

]
.

(2.35)

于是，原来的偏微分方程被完全变量分离，其角向分布由球谐函数及其导数给

出，径向函数的解将通过微扰的引力场方程解出。

2.3.2 慢转动黑洞的求解

1. 标量场方程的解
精确到 𝒪(𝛼̂2 ̂𝜒2) 的 Pontryagin 密度是

𝑅𝑅̂ = − ̂𝜒 {
288𝔪3

𝑟7 cos 𝜃 + 𝛼2 24𝔪
𝑟5 [∂𝑟∂𝜃𝑔(2,1)

𝑡𝜑 − 2
𝑟 ∂𝜃𝑔(2,1)

𝑡𝜑 ] csc 𝜃} , (2.36)

只依赖于自旋的一次幂，因此从标量场方程 (2.9) 可知 𝜗(1,2) = 0。化简标量场方

程 (2.9) 到 𝒪(𝛼̂ ̂𝜒) 给出 𝜗(1,1) 满足的方程

𝑓(𝑟)∂2
𝑟 𝜗(1,1) + 2

𝑟 (1 − 𝔪
𝑟 ) ∂𝑟𝜗(1,1) + 1

𝑟2 ∂2
𝜃𝜗(1,1) + cot 𝜃

𝑟2 ∂𝜃𝜗(1,1) = 72𝔪3 cos 𝜃
𝛽𝑟7 , (2.37)

对标量场按照球谐函数展开为

𝜗(1,1)(𝑟, 𝜃) =
∞

∑
ℓ=0

𝑅ℓ(𝑟)𝑌ℓ0(𝜃), (2.38)
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由于方程非齐次项 ∝ cos 𝜃，因此只需要考虑球谐展开中的 ℓ = 1 模式，并要求

𝑅ℓ=1(𝑟) 在 𝑟 → ∞ 时以快于 1/𝑟 的形式衰减，从而得到 [89­90]

𝜗 = −5
8 ̂𝜒 𝛼

𝛽
cos 𝜃

𝑟2 [1 + 2𝔪
𝑟 + 18𝔪2

5𝑟2 ] . (2.39)

2. 张量场方程的解
首先对修正的引力场方程分离到不同的阶次。为简单起见，我们使用粗体字

母代表张量符号，例如度规张量 𝑔𝜇𝜈 写为 𝒈。于是 Einstein 张量分解为

𝑮 [𝒈(0,0) + ̂𝜒𝒈(0,1) + 𝛼̂2 ̂𝜒𝒈(2,1) + 𝛼̂2 ̂𝜒2𝒈(2,2) + ⋯]
= 𝑮 [𝒈(K)] + 𝛼̂2 ̂𝜒𝑮 [𝒈(K), 𝒈(2,1)]

+ 𝛼̂2 ̂𝜒2 {𝑮 [𝒈(K), 𝒈(2,2)] + 𝑮 [𝒈(0,1), 𝒈(2,1)]} + ⋯ ,

(2.40)

C­张量是
𝛼𝑪 [𝒈(0,0) + ̂𝜒𝒈(0,1) + ⋯ , 𝛼̂ ̂𝜒𝜗(1,1)]
= 𝛼̂2 ̂𝜒𝑪 [𝒈(0,0), 𝜗(1,1)] + 𝛼̂2 ̂𝜒2𝑪 [𝒈(0,1), 𝜗(1,1)] + ⋯ ,

(2.41)

dCS 标量场能动张量

𝑻 (𝜗) [𝛼̂ ̂𝜒𝜗(1,1), 𝛼̂ ̂𝜒𝜗(1,1)] = 𝛼̂2 ̂𝜒2𝑻 (𝜗) [𝜗(1,1), 𝜗(1,1)] + ⋯ . (2.42)

因此在 𝒪(𝛼̂2 ̂𝜒) 阶和 𝒪(𝛼̂2 ̂𝜒2) 阶分别给出方程

𝑮 [𝒈(K), 𝒈(2,1)] = −𝑪 [𝒈(0,0), 𝜗(1,1)] (2.43)

和

𝑮 [𝒈(K), 𝒈(2,2)] = 𝑺. (2.44)

其中

𝑺 = −𝑮 [𝒈(0,1), 𝒈(2,1)] − 𝑪 [𝒈(0,1), 𝜗(1,1)] + 𝑻 (𝜗) [𝜗(1,1), 𝜗(1,1)] . (2.45)

方程 (2.43) 是关于 𝒈(2,1) 的非齐次方程，可以按照与求解标量场方程相似的方法

解出。然后将 𝒈(2,1) 和 𝜗(1,1) 代入方程 (2.44)，得到关于 𝒈(2,2) 的非齐次方程。

在 𝒪(𝛼̂2 ̂𝜒) 阶次，可以将方程 (2.43) 完全写出，得到

[𝑓(𝑟)∂2
𝑟 + 4𝔪

𝑟3 + 1
𝑟2 ∂2

𝜃 − cot 𝜃
𝑟2 ∂𝜃] 𝑔(2,1)

𝑡𝜑 = 96𝜋𝔪
𝑟3 𝑓(𝑟) sin 𝜃 (∂𝑟∂𝜃 − 1

𝑟 ∂𝜃) 𝜗(1,1),
(2.46)

方程非齐次项 ∝ sin2 𝜃，因此只需要考虑 ℓ = 1 模中渐近衰减快于 1/𝑟 的特解。从

而得到 [89­90]

𝑔(2,1)
𝑡𝜑 (𝑟, 𝜃) = 10𝜋

𝛽
𝔪
𝑟4 sin2 𝜃 [1 + 12𝔪

7𝑟 + 27𝔪2

10𝑟2 ] . (2.47)
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方程 𝒪(𝛼̂2 ̂𝜒2) 阶次的求解较为复杂。首先将方程 (2.44) 记做 𝐺(2,2)
𝜇𝜈 = 𝑆(2,2)

𝜇𝜈 ，

方程两侧的张量都有等五个偶宇称的非零分量，用偶宇称的张量球谐函数进行

暂开，得到一组关于 𝐻ℓ(𝑟), 𝐹ℓ(𝑟), 𝐾ℓ(𝑟) 的方程并给出有限级数解。具体细节可

以参见补充材料A.1。

3. 小结
在 dCS 引力中，一个稳态的、轴对称的、渐近平坦的，质量和自旋分别为

𝔪 和 𝑎, ̂𝜒 = 𝑎/𝔪 的真空黑洞解由方程 (2.32, 2.33) 给出，其中标量场的解由方程

(2.39) 给出。而度规的扰动可以借助张量球谐函数展开为 (2.35)，其中非对角元

(𝑡𝜑) 分量是 (2.47)，其他径向函数的解展示在补充材料中 (A.3)。在后续的计算和

讨论中，常用的精确到 𝒪(𝔪/𝑟) 最低阶的结果包括

𝜗 = −5
8

𝛼
𝛽𝔪2 ̂𝜒 (

𝔪
𝑟 )

2
cos 𝜃, (2.48)

和

𝑔𝑡𝜑 = 𝑔(K)
𝑡𝜑 + 5

8
̄𝜁𝔪 ̂𝜒 (

𝔪
𝑟 )

4
sin2 𝜃, (2.49a)

𝑔𝑡𝑡 = 𝑔(K)
𝑡𝑡 − 201

1792
̄𝜁 ̂𝜒2

(
𝔪
𝑟 )

3
(3 cos2 𝜃 − 1), (2.49b)

其中定义了无量纲的耦合常数

̄𝜁 ≡ 16𝜋 𝛼2

𝛽𝔪4 . (2.50)

这里我们仅限于研究孤立黑洞，因此在定义 ̄𝜁 时使用了体系的特征质量——黑

洞的质量进行归一化处理。在后续处理双黑洞时， ̄𝜁 的定义会修改为采用双黑洞

总质量归一化。

这一慢转动黑洞解不仅可以描述黑洞的时空结构，也是对旋转天体外部度规

的合理近似。其 𝑔𝑡𝜑 分量中的 dCS 修正直接影响地球人造卫星的 Lense­Thirring

进动、陀螺仪进动和脉冲双星的运动，对这些效应的测量可以转化为对 𝑔𝑡𝜑 的测

量，从而实现对耦合参数 ̄𝜁 的约束。

2.3.3 黑洞的时空和多极结构

广义相对论预言了 Schwarzschild 和 Kerr 黑洞事件视界和中心奇点的存

在 [119]。可以通过计算标量 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 表明，在 𝑟 = 0 处黑洞解 (2.48, 2.49) 也存

在物理的奇点。事件视界是黑洞周围的一个理论边界，任何进入其中的物质和辐

射都无法逃脱。通过求解方程 𝑔𝑡𝑡𝑔𝜑𝜑 − 𝑔2
𝑡𝜑 = 0 可以确定事件视界的位置，得到

𝑟H = 𝑟(K)
H (1 − 915

57344
̄𝜁 ̂𝜒2

) . (2.51)
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能层是旋转黑洞周围的一个区域，在该区域内，物体无法保持静止，会被黑洞的

旋转拖拽着运动。通过求解方程 𝑔𝑡𝑡 = 0 可以得到能层半径的表达式为

𝑟ergo = 𝑟(K)
ergo [1 − 915

57344
̄𝜁 ̂𝜒2

(1 + 2836
915 sin2 𝜃)] . (2.52)

视界面上的旋转角速度描述了这种拖曳效应的大小，定义并计算为

𝛺H = − 𝑔𝑡𝑡
𝑔𝑡𝜑 |𝑟=𝑟H

= 𝛺(K)
H (1 − 709

7168
̄𝜁) , (2.53)

事件视界的面积是

𝐴H = 2𝜋 ∫
𝜋

0
√𝑔𝜃𝜃𝑔𝜑𝜑|𝑟=𝑟H

d𝜃 = 𝐴(K)
H (1 − 915

28672
̄𝜁 ̂𝜒2

) , (2.54)

其中涉及到 Kerr 时空的对应物理量分别是：事件视界 𝑟(K)
H = 𝔪 + √𝔪2 − 𝑎2，

能层半径是 𝑟(K)
ergo = 𝔪 + √𝔪2 − 𝑎2 cos2 𝜃，事件视界面上旋转角速度是 𝛺(K)

H =
𝑎/(𝑟(K)

H +𝑎2)，事件视界面积是 𝐴(K)
H = 8𝜋𝔪√2𝔪𝑟(K)

H − 𝑎2。在黑洞解中使用的参数

𝔪 和 𝑎 是我们事先设定的黑洞内禀参数，但它们只能代表黑洞的“裸质量”和“裸自

旋”，而“可观测质量”和“可观测自旋”则受到 dCS 理论的重整化 (renormalization)。

在视界角速度 (2.53) 和事件视界面积 (2.54) 的结果中，可以通过对质量和自旋的

重定义 𝔪 → 𝔪RN、𝑎 → 𝑎RN 将 dCS 修正完全吸收，从而得到重整化质量自旋分

别为 [90]

𝔪RN = 𝔪 (1 − 2333
57344 ̂𝜒2

) , 𝑎RN = 𝑎 (1 − 709
7168

̄𝜁) . (2.55)

因为质量 𝔪 和自旋 𝑎 是渐近物理量，所以时空多极结构的领头阶修正出现

在质量四极矩中。跟随Kip Thorne的步骤 [120]，通过将黑洞度规从Boyle­Lindquist

坐标变换到渐近直角质心 (asymptotically Cartesian and mass centered, ACMC) 坐

标 { ̃𝑡, ̃𝑟, ̃𝜃, 𝜑̃}，可以直接从 Newton 势 𝑈 (定义为 ̃𝑔𝑡𝑡 = −1 + 2𝑈 ) 中读出质量四极

矩的表达式。ACMC 变换是

𝑡 = ̃𝑡, 𝑟 = ̃𝑟 + 𝔪2 ̂𝜒2

2 ̃𝑟 cos2 ̃𝜃, 𝜃 = ̃𝜃 − 𝔪2 ̂𝜒2

2 ̃𝑟2 sin ̃𝜃 cos ̃𝜃, 𝜑 = 𝜑̃. (2.56)

变换后的度规分量 ̃𝑔𝑡𝑡 写为

𝑈 = 𝔪
̃𝑟 + √3

4
1
̃𝑟3 [

−8√
𝜋
15𝔪3 ̂𝜒2

(1 − 201
1792

̄𝜁) 𝑌20 − 2
√3

𝔪3 ̂𝜒2
]

+ ⋯ . (2.57)

对比四极矩的定义，

𝑈 = 𝔪
̃𝑟 + 3

̃𝑟3 [𝑄20𝑌20 + (ℓ = 0 pole)] + ⋯ (2.58)
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得到 [90]

𝑄20 = −1
3√

16𝜋
5 (

1
2 − 201

3584
̄𝜁) 𝔪3 ̂𝜒2. (2.59)

该定义方式下四极矩与四极矩张量 𝑄𝑖𝑗 之间的关系为 𝑄2𝑘𝑌2𝑘 = 𝑄𝑖𝑗 ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗，其中单

位方向矢量为 𝒏̂ = (sin 𝜃 sin𝜑, sin 𝜃 cos𝜑, cos 𝜃)。其中 𝑄𝑖𝑗 是

𝑄𝑖𝑗 =
2

∑
𝑘=−2

𝑄2𝑘𝒴2𝑘
𝑖𝑗 = 𝑄20𝒴20

𝑖𝑗 = − (
1
2 − 201

3584
̄𝜁) 𝔪3 ̂𝜒2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1
3 0 0

0 −1
3 0

0 0 2
3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(2.60)

其中 𝒴ℓ𝑘
𝑖𝑗 是 (ℓ, 𝑘) 阶球分量，定义为 𝑌ℓ𝑘 = 𝒴ℓ𝑘

𝑖𝑗 ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗，于是 Newton 势可以写为

𝑈 = 𝔪
𝑟 + 3

𝑟3 𝑄𝑖𝑗 ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗 + ⋯ (2.61)

这一结果将对后续双黑洞间相互作用、双黑洞系统近场区域的后牛顿解起到重

要作用。到这里我们完成了对黑洞多极结构的简要回顾。

2.3.4 太阳系观测

太阳系是宇宙中人类最为熟悉和了解的区域。通过卫星观测数据和行星运

动的精确观测，可以给出对引力理论的弱场检验。这里我们关注两个卫星实验

——地球激光动力学卫星 (Laser Geodynamics Satellite，LAGEOS) 和引力探针 B

(Gravity Probe B, GPB)。

LAGEOS 是美国国家航空航天局和意大利航天局的合作项目，LAGEOS­1

于 1976 年发射，LAGEOS­2 于 1992 年发射。卫星表面覆盖反射镜，通过地面站

发射激光并接收反射信号，以实现精确定位，从而测量了卫星轨道升交点赤经的

变化率为 ∼ 48.2mas/yr①，这就是地球自转导致的 Lense­Thirring进动效应。在数

据分析中，Ciufolini & Pavlis [121]假定了 10% 的测量不确定度，包括了已知和未

知的误差来源。

GPB 项目是由美国国家航空航天局和斯坦福大学共同主导的一项重大科学

实验，该卫星于 2004 年 4 月 20 日发射升空并运行于地球极轨道。它搭载了四

台超高精度的陀螺仪，用于测量地球周围时空的微小扭曲，旨在验证测地效应

和惯性系拖曳效应。陀螺仪的初始自转轴对准遥远的标准星，测地效应导致陀

螺仪自转轴南北方向的漂移，惯性系拖曳效应则会导致东西方向的漂移。四个

陀螺仪的联合测量结果为南北漂移速率 −6601.8 ± 18.3mas/yr，东西漂移速率为

−37.2 ± 7.2mas/yr [122]。
以上卫星实验的测量结果与广义相对论的预言高度一致。而 dCS 理论会对

地球外部度规的 (𝑡𝜑) 分量产生修正 [见方程 (2.49a)]，从而引起 Lense­Thirring 效

①两颗卫星测量结果的线性叠加，且叠加结果独立于地球的质量四极矩。
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应和自旋东西向漂移的改变。通过对观测值的分析可以给出 dCS 耦合常数的上

限。作为一个粗略的估计，该限制大致由

|
𝑔𝑡𝜑(𝑟)

𝑔(K)
𝑡𝜑 (𝑟)

− 1
|

= 5
32

̄𝜁 (
𝔪
𝑟 )

3
≲ 𝜀 (2.62)

给出。其中 𝑔𝑡𝜑 近似由慢转动黑洞解 (2.49a) 给出，𝑔(K)
𝑡𝜑 是 Kerr 黑洞的度规分量。

径向坐标 𝑟 取为卫星高度，𝜀 是对应卫星的测量不确定度。代入不确定度和大致

高度

𝜀 ≈ 10%(LAGEOS), 20%(GPB),

𝑟 ≈ 2𝑅⨁(LAGEOS), 1.1𝑅⨁(GPB)①

得到

̄𝜁 ≲ 1028, (2.63)

对应的耦合常数的上限约为 [88]

√𝛼 ≲ 108 km. (2.64)

这远远超出了弱耦合近似的适用范围，因此这一约束是没有实际意义的。因为地

球­人造卫星本身是个弱引力场系统，因此只能给出对 dCS 理论的一个很弱的约

束。在对强引力系统——例如脉冲星和引力波观测中，上述观测不确定度 𝜀 可以

达到更小，从而给出更紧的限制。

2.3.5 脉冲双星 PSR J0737­3039观测

Yunes [89]首次通过脉冲双星系统 PSR J0737–3039 的观测数据给出了对 dCS

理论上限的估计。该系统于 2003 年由澳大利亚的 Parkes 射电望远镜发现，总质

量 = (2.58 ± 0.02)𝑀⊙，其中 𝑀⊙ 为太阳质量。脉冲信号周期 ≈ 22ms，双星轨道

周期 ≈ 2.4 小时，轨道椭率 ≈ 0.088 [123]。dCS 修正主要体现在对近心点进动的

测量上，测量结果为 = (16.88 ± 0.1) deg /yr [124]，不确定度 𝜀 ≈ 0.0059，远远小于

LAGEOS 和 GPB 的测量精度。代入方程 (2.62) 中，得到

̄𝜉 ≲ 103, √𝛼 ≲ 104km. (2.65)

这低于太阳系观测四个数量级，但是依然远远超过了弱耦合近似的适用范围。因

此我们仍然需要继续寻求其他的观测方案对引力的宇称破缺进行检验。

①𝑅⨁ 是地球平均半径。
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2.4 线性化引力场方程

2.4.1 扰动的定义

在第2.2小节中我们研究了引力波在宇宙学背景时空中的传播。但是 dCS 理

论不仅对传播效应存在修正，对引力波的产生过程也存在修正。为此，我们仿照

广义相对论的做法 [91]，在平直时空背景下对引力场方程做线性化处理，首先将

度规分离为背景部分和扰动部分

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 + 𝐻𝜇𝜈 (2.66)

其中 |𝐻𝜇𝜈| ≪ 1。精确到扰动二阶的逆变度规张量是

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 − 𝐻𝜇𝜈 + 𝐻𝜇𝛼𝐻𝜈
𝛼 + 𝒪(𝐻2)� (2.67)

在此基础再将扰动分离为广义相对论的部分和 dCS 造成的修正 [125]，

𝐻𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈 + 𝑘𝜇𝜈 , (2.68)

其中 𝑘𝜇𝜈 的量级相当于 𝒪(𝛼̂2)。先依据 𝐻𝜇𝜈 进行引力场方程的扰动展开。引入

𝐻̄𝜇𝜈 ≡ 𝜂𝜇𝜈 − √−𝑔𝑔𝜇𝜈

= 𝐻𝜇𝜈 − 1
2𝜂𝜇𝜈𝐻 + 1

2𝐻𝐻𝜇𝜈

+ 1
4𝜂𝜇𝜈𝐻𝛼𝛽𝐻𝛼𝛽 − 1

8𝜂𝜇𝜈𝐻2 − 𝐻𝜇𝛼𝐻𝜈
𝛼 + 𝒪(𝐻3),

(2.69)

取迹得到 𝐻̄ = −𝐻 + 𝒪(𝐻3)。于是反迹的 dCS 度规 𝑘̄𝜇𝜈 是

𝑘̄𝜇𝜈 ≡ 𝐻̄𝜇𝜈 − ℎ̄𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 − √−𝑔𝑔𝜇𝜈 − ℎ𝜇𝜈 = 𝑘𝜇𝜈 − 1
2𝜂𝜇𝜈𝑘 + 𝒪(𝑘2) (2.70)

取迹后得到 𝑘̄ = −𝑘 + 𝒪(𝑘2)，并有 𝑘𝜇𝜈 = 𝑘̄𝜇𝜈 − 1
2𝜂𝜇𝜈𝑘̄ + 𝒪(𝑘2)。

与广义相对论的情况相同，对称张量 𝐻𝜇𝜈 最多只有 10 个独立分量，但由于

广义协变性的要求，其中四个分量可以通过采用 Lorenz 规范固定坐标而消除，

∂𝜇𝐻̄𝜇𝜈 = 0 (2.71)

等价地，在 𝒪(𝛼̂0) 和 𝒪(𝛼̂2) 阶次上，Lorenz 条件应当对 ℎ̄𝜇𝜈 和 𝑘̄𝜇𝜈 分别成立，即

∂𝜇ℎ̄𝜇𝜈 = 0, ∂𝜇𝑘̄𝜇𝜈 = 0. (2.72)

在广义相对论中我们可以进一步引入 TT 规范再消除四个规范自由度。不同的

是，dCS理论引入了新的标量自由度，这会影响到引力波度规中物理自由度的数

量。因此我们目前还不能在 dCS 理论中给出进一步的规范。
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2.4.2 场方程的线性和二阶扰动

1. 标量场扰动
不考虑势能函数 𝑉 (𝜗)，将方程 (2.9) 左边的 d’Alembert 算符展开，右边代入

Riemann 张量的扰动表达式。dCS 引力下标量场是耦合常数 𝛼̂ 量级，因此方程的

源项也只需要保留到 𝒪(𝛼) 量级。于是方程左边和右边分别化简得到

□2
𝑔𝜗 = 1

√−𝑔
∂𝜇 [√−𝑔𝑔𝜇𝜈∂𝜈] 𝜗

= □2
𝜂𝜗 + 1

2𝜂𝜇𝜈(∂𝜇ℎ)(∂𝜈𝜗) − (∂𝜇ℎ𝜇𝜈)(∂𝜈𝜗) − ℎ𝜇𝜈(∂𝜇∂𝜈𝜗)
(2.73)

和

− 𝛼
4𝛽 𝑅𝑅̂ = − 𝛼

4𝛽 𝜖𝜌𝜎𝛼𝛽(∂𝜌∂𝜆ℎ𝜇𝜎)(∂𝛼∂𝜇ℎ𝜆𝛽 − ∂𝛼∂𝜆ℎ𝜇
𝛽 ), (2.74)

其中只有 □2
𝜂𝜗 一项涉及到标量场的二阶导数，因此扰动标量场方程可以写为一

个波动方程。除 □2
𝜂𝜗 以外的其他项作为标量场方程的源 [125]

□2
𝜂𝜗 = −16𝜋𝜎, (2.75)

16𝜋𝜎 = 1
2𝜂𝜇𝜈(∂𝜇ℎ)(∂𝜈𝜗) − (∂𝜇ℎ𝜇𝜈)(∂𝜈𝜗) − ℎ𝜇𝜈(∂𝜇∂𝜈𝜗)

+ 𝛼
4𝛽 𝜖𝜌𝜎𝛼𝛽(∂𝜌∂𝜆ℎ𝜇𝜎)(∂𝛼∂𝜇ℎ𝜆𝛽 − ∂𝛼∂𝜆ℎ𝜇

𝛽 ).
(2.76)

其中方程 (2.9) 左边贡献了标量场和引力场之间的耦合，方程右侧由引力场二阶

扰动的贡献。需要注意的是，标量场方程显然是不完整的，因为方程右侧没有

表示物质分布的项，这意味着之后计算出来的标量辐射是没有物质起源的。在

第2.5节中，我们会通过有效场论的方法补齐这一项。

2. 张量场扰动
引力场方程 (2.7) 在精确到 𝒪(𝐻2)、𝒪(𝜗𝐻) 和 𝒪(𝜗2) 阶次时可以分别写为如

下形式

𝑮(1)(𝑯) + 𝑮(2)(𝑯, 𝑯) + 16𝜋𝛼𝑪 (2)(𝜗, 𝑯) = 8𝜋 [𝑻 (𝑚) + 𝛿𝑻 (𝑚) + 𝑻 (𝜗)] . (2.77)

接着再将这一方程按照 𝑯 = 𝒉 + 𝒌 分解为广义相对论和 dCS 修正部分。由于我

们已经知道 𝜗 ∼ 𝒪(𝛼̂) 和 𝒌 ∼ 𝒪(𝛼̂2)，所以

𝑮(1)(𝒉) + 𝑮(2)(𝒉, 𝒉) + 𝛼2 [𝛿𝑮(1)(𝒌) + 𝛿𝑮(2)(𝒉, 𝒌)]
+ 16𝜋𝛼2𝑪 (2)(𝜗, 𝒉) = 8𝜋 [𝑻 (𝑚) + 𝛼2𝛿𝑻 (𝑚) + 𝛼2𝑻 (𝜗)] .

(2.78)

其中广义相对论部分的方程是 𝑮(1)(𝒉) + 𝑮(2)(𝒉, 𝒉) = 8𝜋𝑻 (𝑚)，具体写出是 [126]

□2
𝜂ℎ̄𝜇𝜈 = −16𝜋 [(1 + ℎ)𝑇 (𝑚)

𝜇𝜈 + (16𝜋)−1𝛬(2)
𝜇𝜈 ] , (2.79)
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其中

𝛬(2)
𝜇𝜈 = 16𝜋𝑇 (LL)

𝜇𝜈 + (∂𝛽 ℎ̄𝛼𝜇)(∂𝛼ℎ̄𝛽𝜈) − (∂𝛼∂𝛽 ℎ̄𝜇𝜈)ℎ̄𝛼𝛽 , (2.80)

以及 𝑇 (LL)
𝜇𝜈 是精确到扰动二阶 Landau­Lifsitz 能动赝张量 [126]，

16𝜋𝑇 (LL)
𝜇𝜈 = (∂𝛼ℎ̄𝜆

𝜇)(∂𝛼ℎ̄𝜆𝜈) + 1
2𝜂𝜇𝜈(∂𝛽 ℎ̄𝛼𝜆)(∂𝛼ℎ̄𝛽

𝜆) − (∂𝜇ℎ̄𝛽𝜆)(∂𝛽 ℎ̄𝜆𝜈)

− (∂𝜈ℎ̄𝛽𝜆)(∂𝛽 ℎ̄𝜆𝜇) + 1
2(∂𝜇ℎ̄𝜆𝜎)(∂𝜈ℎ̄𝜆𝜎) − 1

4(∂𝜇ℎ̄)(∂𝜈ℎ̄)

− 1
4𝜂𝜇𝜈(∂𝛼ℎ̄𝜆𝜎)(∂𝛼ℎ̄𝜆𝜎) + 1

8𝜂𝜇𝜈(∂𝛼ℎ̄)(∂𝛼ℎ̄).

(2.81)

对于 dCS 修正的部分，引力波场方程的形式为 𝛿𝑮(1)(𝒌) + 𝛿𝑮(2)(𝒉, 𝒌) +
16𝜋𝛼𝑪 (2)(𝜗, 𝒉) = 8𝜋 [𝛿𝑻 (𝑚) + 𝑻 (𝜗)]，具体写出后得到 [125]

□2
𝜂𝑘̄𝜇𝜈 = −16𝜋𝐾𝜇𝜈 , (2.82)

源项是

𝐾𝜇𝜈 = 𝑘𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 + (1 + ℎ) 𝛿𝑇 (𝑚)

𝜇𝜈 + 𝑇 (𝜗)
𝜇𝜈 + (16𝜋)−1 ̃𝛬𝜇𝜈 − 2𝛼 ̃𝐶𝜇𝜈 . (2.83)

其中 ̃𝛬𝜇𝜈 代表等效能动张量 𝛬𝜇𝜈 关于 dCS 形变张量 𝑘̄𝜇𝜈 的线性阶次，即

̃𝛬𝜇𝜈 = 16𝜋 ̃𝑇 (LL)
𝜇𝜈 + (∂𝛽 ℎ̄𝛼𝜇)(∂𝛼𝑘̄𝛽𝜈)

+ (∂𝛽 𝑘̄𝛼𝜇)(∂𝛼ℎ̄𝛽𝜈) − (∂𝛼∂𝛽 ℎ̄𝜇𝜈)𝑘̄𝛼𝛽 − (∂𝛼∂𝛽 𝑘̄𝜇𝜈)ℎ̄𝛼𝛽 .
(2.84)

̃𝑇 (LL)
𝜇𝜈 代表精确到 𝒌 线性阶次的 Landau­Lifsitz 张量

16𝜋 ̃𝑇 (LL)
𝜇𝜈 = (∂𝛼ℎ̄𝜆

𝜇)(∂𝛼𝑘̄𝜆𝜈) + (∂𝛼𝑘̄𝜆
𝜇)(∂𝛼ℎ̄𝜆𝜈) + 𝜂𝜇𝜈(∂𝛽 ℎ̄𝛼𝜆)(∂𝛼𝑘̄𝛽

𝜆)

− (∂𝜇ℎ̄𝛽𝜆)(∂𝛽 𝑘̄𝜆𝜈) − (∂𝜇𝑘̄𝛽𝜆)(∂𝛽 ℎ̄𝜆𝜈) − (∂𝜈ℎ̄𝛽𝜆)(∂𝛽 𝑘̄𝜆𝜇) − (∂𝜈𝑘̄𝛽𝜆)(∂𝛽 ℎ̄𝜆𝜇)

+ 1
2(∂𝜇ℎ̄𝜆𝜎)(∂𝜈𝑘̄𝜆𝜎) + 1

2(∂𝜇𝑘̄𝜆𝜎)(∂𝜈ℎ̄𝜆𝜎) − 1
4(∂𝜇ℎ̄)(∂𝜈𝑘̄)

− 1
4(∂𝜇𝑘̄)(∂𝜈ℎ̄) − 1

2𝜂𝜇𝜈(∂𝛼ℎ̄𝜆𝜎)(∂𝛼𝑘̄𝜆𝜎) + 1
4𝜂𝜇𝜈(∂𝛼ℎ̄)(∂𝛼𝑘̄),

(2.85)

精确到扰动二阶的 C­张量是

̃𝐶𝜇𝜈 = 1
2𝜂(𝜇|𝜆𝜖𝜌𝜆𝛼𝛽∂𝛼 [□2

𝜂ℎ𝜈)𝛽] (∂𝜌𝜗)

− 1
2𝜂(𝜈|𝜆𝜖𝜌𝜆𝛼𝛽

[∂𝛼∂𝜇)ℎ𝜎
𝛽 − ∂𝛼∂𝜎ℎ𝛽|𝜇)] (∂𝜎∂𝜌𝜗).

(2.86)

显然方程两边都处于耦合常数的二阶。

方程 (2.83) 中包含五项：其中 𝛿𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 代表了 dCS 理论对物质能动张量的修

正。例如 dCS 理论对孤立慢转动黑洞的修正就属于这类情况，这部分的表达式

将在第2.5节中通过有效场论方法构造出来。𝑘𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 和 ℎ𝛿𝑇 (𝑚)

𝜇𝜈 两项描述了度规扰

动与物质场的耦合。𝑇 (𝜗)
𝜇𝜈 是标量场的贡献，因为它本身也是一种有动力学特性的

物质。此外，(16𝜋)−1 ̃𝛬𝜇𝜈 代表了度规二阶扰动的贡献，−2𝛼 ̃𝐶𝜇𝜈 代表了标量场和

度规场之间耦合的贡献。除了 𝛿𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 外其他部分都已经可以确切计算。
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2.5 自旋粒子在弯曲时空中的运动
广义相对论将引力描述为弯曲的时空，那么粒子在引力场中的运动轨迹就

是弯曲时空的测地线，满足测地线方程。但是与 Newton 引力不同的是，相对论

粒子的自旋对运动和引力场产生影响，会对测地线方程产生修正。从孤立黑洞解

的讨论可知，dCS 对无自旋粒子的时空结构没有修正。因此想要探究 dCS 引力

中双黑洞系统的运动和辐射，就必须从自旋粒子的运动出发。这就需要用到有效

场论方法来确定自旋对测地线方程的修正。

2.5.1 协变旋转张量

有效场论是一种通过分析动力学自由度和对称性以确定体系 Lagrange 函数，

进而通过变分原理确定系统的运动方程和能动张量的研究方法 [127]。首先我们讨

论系统自由度的问题 [128]。自旋粒子是一个没有内部结构的理想模型，与经典力

学中的刚体类似，它具有三个平动自由度和三个转动自由度。

设一个粒子背景度规 𝑔𝜇𝜈 中沿世界线 𝑧𝜇(𝜏) 运动，那么它的四维速度是，𝑢𝜇 =
d𝑧𝜇/d𝜏。𝜏 是粒子的固有时间。对有质量粒子而言，其四维速度是类时矢量，总

是满足归一化条件，𝑢𝜇𝑢𝜇 = −1，因此只有三个独立分量，代表了粒子的三个平

动自由度。

为了考虑内禀自旋自由度，我们定义一个与粒子固连的标架，记做 𝑒𝜇
(𝛼)。其

中不带括号的指标代表坐标的指标，带括号的指标代表了标架轴的序号。标架

𝑒𝜇
(𝛼) 满足正交关系 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂(𝛼)(𝛽)𝑒

(𝛼)
𝜇 𝑒(𝛽)

𝜈 和 𝜂(𝛼)(𝛽) = 𝑔𝜇𝜈𝑒𝜇
(𝛼)𝑒

𝜈
(𝛽)。基矢 𝑒𝜇

(𝛼) 的变化率可

以用该基矢展开，展开系数记为张量 𝛺𝜇𝜈，即

𝐷
𝐷𝜏 𝑒𝜇

(𝛼) = −𝛺𝜇𝜈𝑒(𝛼)𝜈 , 𝛺𝜇𝜈 = 𝑒(𝛼)𝜇
[

𝐷
𝐷𝜏 𝑒𝜈

(𝛼)] . (2.87)

其中沿世界线的方向导数为 𝐷/𝐷𝜏 ≡ 𝑢𝜆∇𝜆。不难证明该张量为反对称张量，存在

六个自由度。与一个直接关联于背景的标架 ̂𝑒𝜇
(𝛼) 之间通过

𝑒𝜇
(𝛽) = 𝛬 (𝛼)

(𝛽) ̂𝑒𝜇
(𝛼), (2.88)

相关联，其中 𝛬 (𝛼)
(𝛽) 表示 Lorentz变换矩阵，也包含六个自由度，其中三个代表了

空间转动，另外三个代表了相对论推动。这也就对应了反对称张量 𝛺𝛼̂ ̂𝛽 六个分量

的含义——其中三个代表了粒子相对于背景时空的转动，即自旋，另外三个代表

了粒子沿世界线的运动。此后，我们通过引入自旋补充条件 (spin supplementary

condition) [129]消除平动自由度。因此，反对称张量 𝛺𝜇𝜈 正是协变旋转张量，它描

述了粒子在度规 𝑔𝜇𝜈 中沿测地线运动时受引力场影响而产生的转动角速度。
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2.5.2 Lagrange函数

1. 对称性和偶极近似
完成了对自由度和动力学变量的讨论，本节开始构造弯曲时空中旋转粒子

Lagrange 函数。由于该粒子只存在六个自由度，外部仅存在引力场，那么粒子的

Lagrange 函数必然只依赖于四维速度 𝑢𝜇、旋转张量 𝛺𝜇𝜈 和背景时空度规 𝑔𝜇𝜈 及

其导数，即

𝐿𝑚 = 𝐿𝑚(𝑢𝜇, 𝛺𝜇𝜈 , 𝑔𝜇𝜈 , 𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽 , ∇𝜆𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽 , ⋯). (2.89)

对应作用量是

𝑆𝑚 = ∫
+∞

−∞
d𝜏𝐿𝑚(𝜏) (2.90)

我们假定 Lagrange函数在偶极近似下只显性依赖于 𝑢𝜇、𝛺𝜇𝜈 和 𝑔𝜇𝜈，并要求作用

量具备以下三种对称性：

• 重参数协变：在变换 𝜏 → 𝜆𝜏 下，作用量保持不变，其中 𝜆 是任意常数。

• Lorentz 协变：作用量已经表述为张量形式，因此必然是 Lorentz 协变的。

• 微分同胚协变：在坐标微分变换 𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜉𝜇 作用量保持不变。

首先考察重参数协变性。由于在 𝜏 → 𝜆𝜏 变换下 d4𝑥 → 𝜆d4𝑥，于是我们需要 𝐿𝑚 按

照 𝐿𝑚 → 𝜆−1𝐿𝑚 变换。根据四维速度和角速度张量的定义，我们得到 𝑢𝜇 → 𝜆−1𝑢𝜇

和 𝛺𝜇𝜈 → 𝜆−1𝛺𝜇𝜈。因此 Lagrange 函数满足

𝐿𝑚(𝜆−1𝑢𝜇, 𝜆−1𝛺𝜇𝜈 , 𝑔𝜇𝜈) = 𝜆−1𝐿𝑚(𝑢𝜇, 𝛺𝜇𝜈 , 𝑔𝜇𝜈), (2.91)

即 𝐿𝑚 是关于 𝑢𝜇 和 𝛺𝜇𝜈) 的一次齐次函数。根据齐次函数的 Euler 定理，𝐿𝑚 必然

可以写为

𝐿𝑚 = 𝑝𝜇𝑢𝜇 + 1
2𝑆𝜇𝜈𝛺𝜇𝜈 . (2.92)

其中对应动力学变量 𝑢𝜇 和 𝛺𝜇𝜈，我们定义了共轭动量 𝑝𝜇 ≡ (∂𝐿𝑚)/(∂𝑢𝜇) 和 𝑆𝜇𝜈 ≡
2(∂𝐿𝑚)/(∂𝛺𝜇𝜈)，分别代表粒子的动量和自旋角动量。在偶极近似下，共轭动量 𝑝𝜇

正比于粒子的四维速度 𝑢𝜇，记做 𝑝𝜇 = 𝔪𝑢𝜇。其中比例系数

𝔪2 = −𝑝𝜇𝑝𝜇, (2.93)

代表了粒子的静止质量。在导出粒子的运动方程后，不难证明静止质量在偶极近

似下沿世界线守恒。

对应于 Lorentz 变换的六个独立分量，协变旋转张量 𝛺𝜇𝜈 和自旋角动量张量

𝑆𝜇𝜈 也有六个独立分量。但是 𝛺𝜇𝜈 仅有三个自由度代表了空间转动。因此 𝑆𝜇𝜈 也

仅有三个分量代表物理的自由度。因此需要引入自旋补充条件以消除多余的自

由度。一种常用的选择方式是 Tulczyjew 补充条件 [130]

𝑆𝜇𝜈𝑝𝜇 = 0. (2.94)
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在消除了自旋张量的残余自由度后，我们可以定义协变的四维自旋矢量，

𝑆𝜇𝜈 = 𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽𝑢𝛼𝑆𝛽 . (2.95)

该定义自动满足了 Tulczyjew 补充条件2.94。但是 𝑆𝜇 也有四个独立分量，因此

还需要引入新的约束条件

𝑆𝛼𝑢𝛼 = 0. (2.96)

以消除它的额外自由度，即自旋矢量与四维速度矢量正交。从 (2.95) 可以得到

𝑆𝜇 = −1
2𝜖𝛼𝛽𝛾𝜇𝑢𝛾𝑆𝛼𝛽 . (2.97)

矢量 𝑆𝜇 与四维速度正交的分量记做 𝑺，可以认为是粒子的三维自旋角动量矢

量。

2. 四极近似
因为偶极近似已经占用了粒子可能的所有自由度，所以四极近似的 Lagrange

函数只能代表自旋导致的四极矩与背景时空之间的耦合。最简单的一种构造方

法是采用 Riemann 张量，并将 Lagrange 函数写为

𝐿𝑚(𝑢𝜇, 𝛺𝜇𝜈 , 𝑔𝜇𝜈 , 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿) = 𝑝𝜇𝑢𝜇 + 1
2𝑆𝛼𝛽𝛺𝛼𝛽 − 1

6𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿, (2.98)

其中 𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿 = −6(∂𝐿𝑚)/(∂𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿) 称为 Dixon 张量 [131­133]，代表了粒子自旋诱导的

四极矩。为保证最后一项对 Lagrange函数有非零的贡献，需要保证张量 𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿 具

备与 Riemann 张量完全相同的对称性。通过量纲分析可知，[𝐽 ] = [𝑆]2[𝑢]2[𝔪]−1。

我们通过考察 Dixon 张量的对称性来确定它的具体形式。由于 Dixon 张量

由两个四维速度矢量 𝑢𝜇 和两个自旋角动量张量 𝑆𝜇𝜈 构造而成，一共涉及到六个

指标，而 Dixon 四极矩最终只有四个指标，因此需要缩并掉一组指标。考虑到自

旋补充条件 𝑆𝜇𝜈𝑢𝜇 = 0，因此缩并不能发生在自旋角动量和四维速度之间。由于

粒子轨迹类时特性 𝑢𝜇𝑢𝜇 = −1，因此也不能发生在四维速度之间。进而，这一缩

并必然发生在两个自旋角动量张量之间。因此 Dixon 张量需包含形如 𝑆𝛼𝜆𝑆𝛽
𝜆 的

因子。此时的 𝛼 和 𝛽 两个指标是对称的，因此不可能对应 Dixon 张量的前两个

或后两个指标，于是只能对应前两个指标和后两个指标各一个，例如第二和第三

个指标。再考虑两个四维速度，Dixon 张量应当具有 𝑢𝛼𝑆𝛽𝜆𝑆𝛾
𝜆𝑢𝛿 的形式。将前两

个指标和后两个指标做反对称化，即可得到 Dixon 张量的形式为

𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿 ≡ − 3
𝔪𝑢[𝛼𝑆𝛽]𝜆𝑆[𝛾

𝜆𝑢𝛿]. (2.99)

其中 [...] 代表了反对称化操作，例如 𝑇[𝜇𝜈] = 1
2(𝑇𝜇𝜈 − 𝑇𝜈𝜇)。利用协变角动量矢量

(2.95)，Dixon 张量等价地表示为

𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿 = 3
𝔪 {𝑢[𝛼𝑆𝛽]𝑆[𝛾𝑢𝛿] − 𝑆2𝑢[𝛼𝑔𝛽][𝛾𝑢𝛿]} . (2.100)
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其中 𝑆2 ≡ 𝑆𝛼𝑆𝛼 = 1
2𝑆𝛼𝛽𝑆𝛼𝛽。不难验证 Dixon 张量 (2.100) 与 Riemann 张量有着

相同的对称性，且满足恒等式 𝐽 [𝛼𝛽𝛾]𝛿 = 0。
3. dCS修正和 Lagrange函数对标量场的依赖
下面我们继续推广粒子的 Lagrange 函数。引入对标量场的依赖时，除了保

证 Lagrange 函数满足重参数协变、Lorentz 协变和微分同胚协变外，还需要使其

满足 [134]

• 平移协变性：作用量在标量场变换 𝜗 → 𝜗′ = 𝜗 + constant 下保持不变。

• 宇称变换协变：作用量在宇称变换 𝜗 → 𝜗′ = P̂[𝜗] 下保持不变。

平移协变性显然要求修正后的 Lagrange 函数不显含 𝜗，因此只能依赖于标量场

的一阶协变导数 ∇𝜇𝜗。
那么如何在四维流形上讨论宇称变换呢？宇称变换是指对空间坐标取相反

数的操作，即 𝒙 → 𝒙′ = −𝒙。但广义相对论是四维的时空理论，张量场同时包含

时间指标和空间指标，它们的宇称不能直接从张量本身去看，而应当将宇称变

换定义为一个等时类空超曲面上的空间反演操作。在这样一个超曲面上建立一

组时空坐标，记做 𝑦(𝛼)，其中第零个分量为常数，代表在该超曲面上时间分量相

等。那么时空坐标 𝑥𝜇 与这组坐标之间的变换就构成了一个投影算符，

̄𝑒𝜇
(𝛼) = ∂𝑥𝜇

∂𝑦(𝛼)
, (2.101)

张量场 𝐴𝜇 向这一超曲面上的投影记做

𝐴(𝛼) = 𝐴𝜇 ̄𝑒𝜇
(𝛼). (2.102)

于是，宇称变换可以定义为 𝑦(𝛼) → −𝑦(𝛼)，于是有

P̂ [ ̄𝑒𝜇
(𝛼)] = − ̄𝑒𝜇

(𝛼). (2.103)

那么任何一个张量在坐标系 ̄𝑒𝜇
(𝛼) 上的投影所具有的宇称应当回到三维空间反演

的情形，即矢量具有奇宇称，赝矢量具有偶宇称，四阶张量具有偶宇称，四阶赝

张量具有奇宇称，

P̂ [𝑝(𝛼)] = −𝑝(𝛼), P̂ [𝑆(𝛼)] = 𝑆(𝛼), P̂ [𝜖(𝛼)(𝛽)(𝛾)(𝛿)] = −𝜖(𝛼)(𝛽)(𝛾)(𝛿), (2.104)

考虑到坐标轴本身的宇称变换，可以得到这些张量在四维时空流形上具有

P̂ [𝑝𝜇] = 𝑝𝜇, P̂ [𝑆𝜇] = −𝑆𝜇, P̂ [𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿] = −𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿 (2.105)

于是慢转动黑洞解给出的标量场解 𝜗 具有奇宇称 P̂[𝜗] = −𝜗。那么对于协变导数，

有

P̂ [∇(𝛼)𝜗] = ∇(𝛼)𝜗, 和 P̂ [∇𝜇𝜗] = −∇𝜇𝜗. (2.106)
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要使得自旋粒子的作用量在宇称变换下协变，就需要 Lagrange 函数具有偶宇称。

这就要求了 ∇𝜇𝜗 的系数必然是奇宇称。同时考虑到这一系数代表了自旋粒子的

标量偶极矩，根据慢转动黑洞解 (2.48)，它需要正比于自旋角动量。由于 𝑆𝜇 和

𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿 是奇宇称，𝑢𝛾 是偶宇称，因此能构造出来的偶宇称标量只能是，

̂𝑆 𝛼
𝜇 𝑢𝜇(∇𝛼𝜗), ̂𝑆𝜇𝜈 ≡ 1

2𝜖 𝛼𝛽
𝜇𝜈 𝑆𝛼𝛽 .

于是在考虑 dCS 修正后，自旋粒子的 Lagrange 函数是 [134]

𝐿𝑚(𝑢𝜇, 𝛺𝜇𝜈 , 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿, ∇𝜇𝜗) = 𝑝𝜇𝑢𝜇 + 1
2𝑆𝛼𝛽𝛺𝛼𝛽

− 1
6(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 + 1

𝔪2 𝛿𝐶𝜗 ̂𝑆 𝛼
𝜇 𝑢𝜇(∇𝛼𝜗).

(2.107)

其中还引入了 dCS 引力对自旋诱导四极矩的可能修正，𝛿𝐶𝑄 和 𝛿𝐶𝜗 是修正常数，

这两个常数将会在后续的讨论中与慢转动黑洞解相互匹配而确定。

4. Lagrange函数的微分同胚协变性
其次，我们转向考察微分同胚变换协变性。在坐标平移 𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 +

𝜉𝜇(𝑥𝛼) 下，物理量沿位移矢量 𝜉𝜇 的 Lie 导数是

𝛿𝝃𝑔𝜇𝜈 = ∂𝜇𝜉𝜈 + ∂𝜈𝜉𝜇, (2.108a)

𝛿𝝃𝑢𝜇 = 𝑢𝛼∂𝛼𝜉𝜇, (2.108b)

𝛿𝝃𝛺𝜇𝜈 = 𝛺𝜇𝛽∂𝛽𝜉𝜈 + 𝛺𝛼𝜈∂𝛼𝜉𝜇, (2.108c)

𝛿𝝃(∇𝜇𝜗) = (∂𝛼𝜉𝜇)(∇𝛼𝜗), (2.108d)

𝛿𝝃𝑅𝜇𝜈𝜌𝜆 = 𝑅𝛼𝜈𝜌𝜆(∂𝛼𝜉𝜇) + 𝑅𝜇𝛽𝜌𝜆(∂𝛽𝜉𝜈) + 𝑅𝜇𝜈𝛾𝜆(∂𝛾𝜉𝜌) + 𝑅𝜇𝜈𝜌𝛿(∂𝛿𝜉𝜆). (2.108e)

进而可以计算 Lagrange 函数 (2.107) 沿 𝝃 的变分，

𝛿𝝃𝐿𝑚 = [𝑝𝜇𝑢𝜈 + 𝑆𝜇
𝜆𝛺 𝜆

𝜈 − 2 ∂𝐿𝑚
∂𝑔𝜇𝛼

𝑔𝜈𝛼

+ 1
𝔪2 𝛿𝐶𝜗 ̂𝑆 𝜇

𝜆 𝑢𝜆(∇𝜈𝜗) − 2
3(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝜇𝛼𝜌𝜆𝑅𝜈𝛼𝜌𝜆](∂𝜈𝜉𝜇).

(2.109)

微分同胚协变性要求该 Lie 导数为零，于是给出约束关系

∂𝐿𝑚
∂𝑔𝜇𝜈

= 1
2𝑝𝜇𝑢𝜈 + 1

2𝑆𝜇
𝛼𝛺𝜈𝛼 + 1

2𝔪2 𝛿𝐶𝜗 ̂𝑆 𝜇
𝜆 𝑢𝜆(∇𝜈𝜗) − 1

3(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝜇𝛼𝜌𝜆𝑅𝜈
𝛼𝜌𝜆. (2.110)

2.5.3 变分原理、运动方程和能量动量张量

通过对对称性的考虑，我们构造出了弯曲时空中自旋粒子的 Lagrange 函数

(2.92) 及其作用量 (2.90)。根据最小作用量原理，粒子的动力学必然对应了作用

量的极小值。为了实现对“粒子”的描述，我们将作用量 (2.90) 改写为

𝑆𝑚 → ∫ d4𝑥 ∫
+∞

−∞
d𝜏𝐿𝑚(𝜏)𝛿(4) (2.111)
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其中 𝛿(4) ≡ 𝛿(4)(𝑥𝜇 − 𝑧𝜇(𝜏)) 是四维 𝛿­函数。于是作用量 (2.111)沿世界线变分得到

𝛥𝑆𝑚 = ∫ d4𝑥 ∫
+∞

−∞
d𝜏[𝑝𝜇(𝛥𝑢𝜇) + 1

2𝑆𝜇𝜈(𝛥𝛺𝜇𝜈)

− 1
6(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿𝛥𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 + 1

𝔪2 𝛿𝐶𝜗 ̂𝑆 𝛼
𝜇 𝑢𝜇𝛥(∇𝛼𝜗)]𝛿(4).

(2.112)

其中变分算符 𝛥 定义为 𝛥 = 𝛿𝑧 + 𝛿𝑧𝜇∇𝜇。𝛿𝑧 代表沿世界线对张量场的内禀变

分。𝛿𝑧𝜇 是世界线的微小变化，正比于 𝛿𝑧𝜇 的项对应了世界线的偏移，其中 𝛿 =
𝛿𝑧 + 𝛿𝑧𝛼∂𝛼。计算给出四维速度的变分是

𝛥𝑢𝜇 = 𝛿 (
d𝑧𝜇

d𝜏 ) + 𝛤 𝜇
𝛼𝛽𝑢𝛼𝛿𝑧𝛽 = 𝐷

𝐷𝜏 (𝛿𝑧𝜇), (2.113)

对旋转张量的变分由

𝛥𝛺𝜇𝜈 = 𝐷
𝐷𝜏 (𝛥𝛩𝜇𝜈) + (𝛺 𝜈

𝜆 𝛥𝛩𝜆𝜇 − 𝛺 𝜇
𝜆 𝛥𝛩𝜆𝜈)

+ 1
2 (𝛺𝛼𝜇𝑔𝜈𝛽 − 𝛺𝛼𝜈𝑔𝜇𝛽) 𝛿𝑧𝑔𝛼𝛽 + 𝑒(𝛼)𝜇

[
𝐷

𝐷𝜏 (𝛿𝑧𝜆)] [∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼)]

+ 1
2𝑔𝜇𝛽𝑔𝛾𝜈𝑢𝜆 [∇𝛽(𝛿𝑧𝑔𝜆𝛾 ) − ∇𝛾 (𝛿𝑧𝑔𝜆𝛽)] + 𝑢𝜆𝛿𝑧𝛾𝑅𝜇𝜈

𝜆𝛾 .

(2.114)

给出，其中

𝛥𝛩𝜇𝜈 ≡ 1
2 [𝑒(𝛼)𝜇𝛥𝑒𝜈

(𝛼) − 𝑒(𝛼)𝜈𝛥𝑒𝜇
(𝛼)] . (2.115)

方程 (2.114) 的证明过程比较复杂，可以参见补充材料A.2。对 Riemann 张量和

∇𝛼𝜗 的变分分别是

𝛥𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 = 𝛿𝑧𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 + 𝛿𝑧𝜇∇𝜇𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿. (2.116)

𝛥(∇𝛼𝜗) = 𝛿𝑧(∇𝛼𝜗) + 𝛿𝑧𝜇(∇𝜇∇𝛼𝜗). (2.117)

其中

𝛿𝑧𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 = 1
2{∇𝛾 [∇𝛿(𝛿𝑧𝑔𝛼𝛽) + ∇𝛽(𝛿𝑧𝑔𝛿𝛼) − ∇𝛼(𝛿𝑧𝑔𝛿𝛽)]

− ∇𝛿 [∇𝛾 (𝛿𝑧𝑔𝛽𝛼) + ∇𝛽(𝛿𝑧𝑔𝛾𝛼) − ∇𝛼(𝛿𝑧𝑔𝛾𝛽)] }.
(2.118)

将方程 (2.113 ­ 2.117) 代入 (2.112)，得到 [134]

𝛥𝑆𝑚 = ∫ d4𝑥 ∫
+∞

−∞
d𝜏{

1
2[𝑝𝜇𝑢𝜈𝛿(4) − ∇𝜆 (𝑆𝜆𝜇𝑢𝜈𝛿(4)) − 2

3(1 + 𝛿𝐶𝑄)∇𝛼∇𝛽(𝐽 𝜇𝛼𝛽𝜈𝛿(4))

+ 𝛿𝐶𝜗
𝔪2

̂𝑆 𝜇
𝜎 𝑢𝜎(∇𝜈𝜗)𝛿(4) − 2

3(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝜇𝛼𝜌𝛾𝑅𝜈
𝛼𝜌𝛾𝛿(4)

](𝛿𝑧𝑔𝜇𝜈) − 𝛿𝐶𝜗
𝔪2 ∇𝛼 [ ̂𝑆 𝛼

𝜇 𝑢𝜇𝛿(4)] (𝛿𝑧𝜗)

+ [
1
2𝑆𝛼𝛽𝑢𝜆𝑅𝛼𝛽

𝜆𝜇 + 𝛿𝐶𝜗
𝔪2

̂𝑆 𝛼
𝜆 𝑢𝜆(∇𝜇∇𝛼𝜗) − 1

6(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿∇𝜇𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 − (
𝐷𝑝𝜇

𝐷𝜏 )] 𝛿𝑧𝜇𝛿(4)

+ [𝑝[𝜇𝑢𝜈] + 𝛿𝐶𝜗
𝔪2 𝑢𝜆 ̂𝑆𝜆[𝜇(∇𝜈]𝜗) + 2

3(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝜌𝜆𝛼
[𝜇𝑅𝜈]𝛼𝜌𝜆 − 1

2 (
𝐷𝑆𝜇𝜈

𝐷𝜏 )] 𝛥𝛩𝜇𝜈𝛿(4)
}.

(2.119)
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在推导中我们设定了边界条件

𝛿𝑧𝜇(−∞) = 𝛿𝑧𝜇(+∞) = 0, 和 𝛥𝛩𝜇𝜈(−∞) = 𝛥𝛩𝜇𝜈(+∞) = 0. (2.120)

作用量的变分 (2.119) 分为四项，依次正比于背景度规的变分 𝛿𝑧𝑔𝜇𝜈、标量场的

变分 𝛿𝑧𝜗、角度的变分 𝛥𝛩 和世界线的变分 𝛿𝑧𝜇、这些变分之间相互独立。令

𝛥𝑆𝑚 = 0，将分别得到粒子的能动张量、标量场源的紧致部分、运动方程和进动

方程。这样就完成了对自旋粒子作用量的变分。接下来我们分别对变分中给出的

各项进行介绍。

1. 运动方程
作用量的变分 (2.119) 分为四个部分，其中对旋转角的变分 𝛥𝛩𝜇𝜈 给出了粒

子自旋角动量的演化方程，对世界线坐标变量 𝑧𝜇 的变分 𝛿𝑧𝜇 给出粒子的运动方

程。它们分别是

𝐷𝑝𝜇
𝐷𝜏 = 1

2𝑆𝛼𝛽𝑢𝜆𝑅𝛼𝛽
𝜆𝜇 + 1

𝔪2 𝛿𝐶𝜗 ̂𝑆 𝛼
𝜆 𝑢𝜆(∇𝜇∇𝛼𝜗) − 1

6(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿∇𝜇𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿, (2.121)

𝐷𝑆𝜇𝜈
𝐷𝜏 = 2𝑝[𝜇𝑢𝜈] + 2

𝔪2 𝛿𝐶𝜗𝑢𝜆 ̂𝑆𝜆[𝜇(∇𝜈]𝜗) + 4
3(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝜌𝜆𝛼

[𝜇𝑅𝜈]𝛼𝜌𝜆, (2.122)

如果令与 dCS 修正相关的常数 𝛿𝐶𝜗 和 𝛿𝐶𝑄 为零，那么将回到广义相对论情形，

相应方程称为 MPD 方程 [135­138]。方程 (2.121) 描述在弯曲时空中带自旋粒子沿

世界线的运动，方程 (2.122) 描述了粒子角动量的演化。其中 𝑝𝜇, 𝑢𝜇, 𝑆𝜇𝜈 代表了

这个粒子本身的内禀性质。𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿 代表了背景引力场在粒子世界线处的取值。可

以看出，四极修正与 dCS 理论给出的修正是自旋同阶的。最后，为了使方程闭

合，还需要辅助以四维动量和四维速度之间的关系 𝑝𝜇 = 𝔪𝑢𝜇，其中 𝔪 代表了运

动粒子的静止质量。可以证明，该质量在偶极近似下是守恒的，但在四极近似下

不再守恒。但我们无需对此表示担心，在引入后牛顿近似后，不守恒的部分将进

入高阶修正当中，不会对后续计算产生任何影响。

2. 能动张量
方程 (2.119) 中度规变分 𝛿𝑧𝑔𝜇𝜈 的系数给出了自旋粒子的能动张量，做对称

化处理后给出

𝑇 𝜇𝜈
(𝑚) = ∫

+∞

−∞

d𝜏
√−𝑔 {𝔪𝑢𝜇𝑢𝜈𝛿(4) − ∇𝛼 [𝑆𝛼(𝜇𝑢𝜈)𝛿(4)] − 2

3(1 + 𝛿𝐶𝑄)∇𝛼∇𝛽 [𝐽 𝜇𝛼𝛽𝜈𝛿(4)]

+ 1
𝔪2 𝛿𝐶𝜗𝑢𝛼 ̂𝑆 (𝜇

𝛼 [∇𝜈)𝜗] 𝛿(4) + 2
3(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝛽𝛾𝛼(𝜇𝑅𝜈)

𝛼𝛽𝛾𝛿(4)
},

(2.123)

前三项都来自于粒子本身，依次代表了单极矩、偶极矩和四极矩对能动张量的贡

献。第四项是粒子标量偶极矩与外部标量场之间的相互作用，第五项则是粒子四

极矩与外部引力场之间的相互作用。
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3. 标量场方程源项的紧致部分
此外，作用量变分 (2.119) 中还包含 𝛿𝑧(∇𝛼𝜗) 一项。这应当理解为标量场偶

极矩贡献到标量场的源，可以类比能动张量的做法，定义等效标量荷密度

𝜌𝜗 = − 𝛿𝐶𝜗
4𝜋𝛽𝔪2 ∫

+∞

−∞
d𝜏 ̂𝑆 𝛼

𝜇 𝑢𝜇∇𝛼 [
𝛿(4)(𝑥𝜇 − 𝑧𝜇)

√−𝑔 ]
. (2.124)

如果考虑到 ̂𝑆𝛼𝛽 = 𝑢𝛼𝑆𝛽 − 𝑢𝛽𝑆𝛼，标量密度 (2.124) 可以写为

𝜌𝜗 = ∫
+∞

−∞
d𝜏𝜇𝛼∂𝛼 [

𝛿(4)(𝑥𝜇 − 𝑧𝜇(𝜏))
√−𝑔 ]

. (2.125)

其中我们定义了协变的等效标量荷矢量，

𝜇𝛼 ≡ 𝛿𝐶𝜗
4𝜋𝛽𝔪2 𝑆𝛼, (2.126)

它对标量场的演化有相应的贡献，所以在考虑了黑洞的点粒子近似时，标量场方

程 (2.9) 及其扰动方程 (2.75) 应当修正为 [125,134]

□2
𝑔𝜗 = − 𝛼

4𝛽 𝑅̂𝑅 + 4𝜋𝜌𝜗, (2.127)

□2
𝜂𝜗 = −16𝜋𝜎 + 4𝜋𝜌𝜗. (2.128)

正如我们在方程 (2.75)后面讨论的那样，原始的标量扰动方程显然缺乏物质分布

带来的贡献。由于点粒子在数学上是一个无穷大的奇点，因此平直时空背景下的

线性化引力场方程是无法还原这一效应的。而有效场论针对自旋粒子的对称性

构造了 Lagrange 函数，可以对此给出相应的弥补。

2.6 本章小结
本章对一类典型的宇称破缺引力理论——dCS 理论进行了系统的回顾。从

作用量和场方程出发，我们先后讨论了引力波传播的振幅双折射效应、孤立慢转

动黑洞解、引力场方程的线性化，和描述自旋粒子在弯曲时空中运动的 MPD 方

程及其 dCS 修正。一方面，黑洞解和双折射效应提供给我们一些检验引力宇称

破缺的方法，如通过对地球人造卫星的数据分析和脉冲双星的观测等，但这些

观测的精度都不足以对 dCS 理论施加有效的约束。这要求我们寻找并建模一种

新的观测——引力波观测对其进行改进。另一方面，这些讨论都为后续章节处理

双黑洞系统的运动和辐射提供了基础。例如，孤立黑洞解 (2.48, 2.49) 是描述双

黑洞引力场的基础，双黑洞的运动方程应当由修正的 MPD 方程 (2.121, 2.122) 导

出，引力辐射应当从线性化引力场方程 (2.75, 2.82) 的积分得到等。
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本章将一般性地研究 dCS 引力下双黑洞系统的运动和引力辐射，最终给出

运动方程和引力辐射场的一般表达式。首先在第3.1节我们对后牛顿近似做一个

简要的回顾。然后，我们在随后的两节关注双黑洞系统的近场区域。在第3.2节

中，我们在后牛顿近似下求解线性化引力场方程的近场解，在第3.3节中，我们从

近场解和修正 MPD 方程出发，给出双黑洞系统精确到后牛顿二阶的运动方程，

并讨论系统的守恒量——结合能和轨道角动量。在本章最后两节，我们转向双黑

洞系统的远场区域，分别在第3.4和3.5两节研究后牛顿的标量和引力辐射场。

3.1 后牛顿近似
描述自引力系统的运动是引力理论的基本目标之一。在 Newton 力学中，由

于引力符合平方反比定律，二体的运动可以被完美地描述为 Kepler 问题 [91]。然

而，广义相对论是一套高度非线性高度耦合的四维时空理论，二体问题变得极为

复杂。像 Newton 力学那样的精确解析求解几乎是不可能得到的。同时，广义相

对论还预言了引力波的存在，系统的运动直接决定了引力辐射，而引力辐射又

会对系统的运动产生反作用，更加重了 Einstein 方程求解的困难程度。但人们也

注意到，在低速和弱场极限下广义相对论与 Newton 力学趋于一致。这让我们自

然地想到可以以 Newton 力学作为 Einstein 引力场方程的零阶近似，相对论性修

正可以看做在 Newton 引力系统上的微扰，这样就建立起了后牛顿力学的理论框

架。

3.1.1 时空分区

为方便后续的叙述，我们依据不同主导效应对整个时空进行分区——内场区

域 (inner zone)、近场区域 (near zone)、远场区域 (far zone)和传播区域 (propagation

zone)。具体的分区方案展示在图 (3.1) 中。

• 内场区域：以双黑洞所在位置为中心，黑洞的引力半径为尺度。该区域的

时空由黑洞主导，是强引力场区域，在两个圈内分别由两个黑洞各自的度

规所描述，关于该区域的引力场已经在第2.3节进行了详细讨论。

• 近场区域：区域中心为双黑洞系统的质心，区域尺度约为双黑洞间距的数

倍。在本文中，我们只考虑双星间距远大于黑洞的 Schwarzschild 半径的

情形，这保证双黑洞的宏观运动速度远远小于真空光速。这是后续使用后

牛顿近似研究它们的运动和辐射基本前提。在近场区域内，总的引力场可
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Inner Zone

Near Zone

Far Zone

Propagation Zone

图 3.1 时空分区。本文仅考虑对一个孤立的双黑洞系统的引力波观测，因此将整个时空划
分为四个部分——内场区域、近场区域、远场区域和传播区域。黄色圆形代表了区域间的大
致分界，但这不是严格的。
背景图片来自 LIGO 网站：https://www.ligo.caltech.edu/image/ligo20160615f。

以近似为双黑洞各自引力场的线性叠加，非线性部分可以放心地忽略，双

黑洞各自在对方引力的支配下运动。后牛顿近似下的完整运动方程将在

第3.2和3.3中给出。

• 远场区域：该区域仍然以双黑洞系统的质心为中心，其尺度约为特征引力

波波长的数倍。该区域距离黑洞已经非常遥远，其中的背景引力场可以近

似看做平直时空。双黑洞旋近在该区域激发引力辐射。我们后续的对引力

波的计算将在该区域进行，完整的引力波辐射场将在第3.4和第3.5节中导

出。此外，双黑洞并合过程的时标远小于宇宙膨胀的时标，因此在考虑双

黑洞的演化和引力辐射过程中，无需考虑宇宙学背景的影响。

• 传播区域：整个时空除了上述三个区域之外的部分均为传播区域。双黑洞

系统辐射的引力波在离开远场区域后即进入该区域，并经历长距离、长时

标的传播。此时，宇宙学背景度规和背景标量场对引力波的影响不再是可

以忽略的，dCS 引力中最重要的效应之一就是背景标量场的宇宙学演化驱

动了引力波的振幅双折射效应。这一部分已经在第2.2节进行了讨论。

3.1.2 后牛顿理论的发展与现状

不妨设多体系统的特征速度为 𝑣、引力势的特征强度为 𝜙。那么低速和弱场

极限就可以表述为 𝑣 ≪ 1 和 𝜙 ≪ 1。在 Newton 力学基础上的相对论修正可以看

做对小参数 𝑣 和 𝜙 的 Taylor 展开，从而实现对 Einstein 引力场方程的逐阶求解。

其中零阶近似记做 0PN，相对 0PN 的 𝒪(𝑣𝑛) 或 𝒪(𝜙𝑛/2) 的修正记做 (𝑛/2)PN 近似。

这一基本思想也决定了后牛顿展开只能对低速和弱场的系统适用。针对双黑洞
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系统，则要求二者的间距要远大于黑洞各自的引力半径。图 (3.2) 展示了后牛顿

展开、微扰论和数值相对论的适用范围。

log ⁄% &

log ⁄%' %(
−4 −3 −1−2 0
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0
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图 3.2 后牛顿展开、微扰论和数值相对论的适用范围。横轴代表了双星质量比的量级，其
中 𝑚1, 𝑚2 代表双星各自的质量。纵轴代表了引力势的强度，𝑚 是双星系统总质量，𝑟 是双星
之间的间距。

早在广义相对论建立之初，后牛顿展开就被应用于引力场方程的求解，并对

水星近日点的残余进动做出了精确的预测。1930 年代，Einstein、Infeld 和 Hoff­

mann 等人直接基于引力场方程建立了后牛顿理论的经典方法 [139]，通过定义一

组超势 (superpotential) 描述物质场能量密度、内能、动能和势能的积分，从而对

度规场逐阶表达。但是这一求解方案最终导致了其中一个超势的定义是模糊的，

而方法本身又无法给出有效的限制 [91]。因此人们开始转向更加现代的后牛顿理

论。

现代的后牛顿理论以引力场方程的 Landau–Lifshitz形式 [91,126]出发，构造非

微扰的波动方程为 □2
𝑔ℎ𝜇𝜈 = −16𝜋𝜏𝜇𝜈。该方程也称为松弛方程 (relaxed equation)。

并将度规 ℎ𝜇𝜈 和引力源按照万有引力常数 𝐺 进行展开，ℎ𝜇𝜈 = 𝐺ℎ(1)
𝜇𝜈 + 𝐺2ℎ(2)

𝜇𝜈 +
𝐺3ℎ(3)

𝜇𝜈 + ⋯ 和 𝜏𝜇𝜈 = 𝐺𝜏(1)
𝜇𝜈 + 𝐺2𝜏(2)

𝜇𝜈 + 𝐺3𝜏(3)
𝜇𝜈 + ⋯，这称为后闵可夫斯基展开 (post­

Minkowskian expansion)。随后可以按照 𝐺 的阶次进行迭代求解。第零次迭代仅

给出背景场为平直时空。第一次迭代中，引力源 𝜏(1)
𝜇𝜈 仅有物质场能动张量 𝑇 (𝑚)

𝜇𝜈

贡献，从而给出近场度规和远场辐射的主导阶贡献。随后，在第二次迭代中，引

力源 𝜏(2)
𝜇𝜈 不仅依赖于物质场，也依赖于第一次迭代中得到的度规解，从而逐步

给出引力场的高阶修正。而在对引力源 𝜏(𝑛)
𝜇𝜈 积分的过程中，一般将物质场视作

质点系或流体，并引入针对物质场特征速度 𝑣，或光速倒数 1/𝑐 的展开，例如
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𝜏(1)
𝜇𝜈 = 𝜏(1,0)

𝜇𝜈 + 1
𝑐 𝜏(1,1)

𝜇𝜈 + 1
𝑐2 𝜏(1,2)

𝜇𝜈 ，同样进行逐阶迭代求解。这就完成对后牛顿理论

框架的搭建 [91]。但需要说明的是，因为在引力场方程中引力常数 𝐺 和光速 𝑐 总

是同步地出现，因此后闵可夫斯基展开和后牛顿展开并不是完全独立的两种近

似，只不过前者更强调引力场是“弱的”，后者更强调物质运动是“慢的”。

在 0PN 阶次，双星按照 Newton 力学定律运动，并对应地产生引力波质量四

极辐射 [30,140­141]。基于松弛方程迭代的 2.5PN 结果由 Damour 等人 [142]给出，并

由 Blanchet 等人应用到点粒子系统 [143­145]。在低于 2.5PN 的阶次双星系统保持

守恒，从 2.5PN 阶次开始双星的运动受到引力波辐射反作用 (radiation reaction)

的影响。相应的计算同样被推广到更高阶次，例如在 3PN阶次 [146­148]，3.5PN阶

次 [149­151]，4PN 阶次 [152­155]和 4.5PN 阶次 [156]。

广义相对论与 Newton 引力的一个重要区别是天体自旋对引力场的贡献。领

头阶的自旋贡献出现在 1.5PN 阶次，以自旋­轨道耦合 (spin­orbit coupling) 的形

式影响双星的运动和引力辐射 [157­160]，次领头阶则以自旋­自旋耦合 (spin­spin

coupling) 和单极­四极耦合 (monopole­quadrupole coupling) 的形式出现在 2PN 阶

次 [157,161­165]。当黑洞的自旋矢量与轨道角动量方向不平行时，还会出现自旋进

动效应，轨道角动量会围绕总角动量产生周期性的章动和进动，这一过程也会对

双星的运动和引力辐射产生影响 [101­105,157,166]。

正如第1.2节所讨论的，引力波信号的提取和参数估计依赖于精确的引力波

形模板。同时由于实时引力波预警的需要和引力波信号庞大的参数空间，模板的

计算需要同时兼顾高效性。而后牛顿近似可以直接构建解析的波形模板，例如

TaylorT4 等 [167]，从而在引力波探测和参数估计相关研究中扮演了重要角色。

对修改引力理论的检验也要求我们必须在修改引力框架下进行波形模板构

建。而由于数值相对论的昂贵计算成本，后牛顿近似成为一种计算双星旋近阶

段波形的常用方法。相关的研究包括在无质量 Brans­Dicke 引力 [168]、有质量

Brans­Dicke 引力 [169]、Einstein­aether 引力 [170]、有屏蔽机制的引力理论 [171­173]、

Einstein­scalar­Gauss­Bonnet 引力 [93]和 Horndeski 引力 [174]中对引力波形的计算。

本文主要关注一类宇称破缺的引力理论——dCS 引力，并在该后牛顿框架

下对这一引力中的双黑洞系统进行建模和波形模板解析计算。在后续两节 (3.2,

3.3) 中，我们关注近场区域的度规解，该部分仅包含了物质场对度规解的贡献。

在本章最后两节 (3.4, 3.5) 中，我们分别在远场计算了双黑洞系统的标量和引力

辐射。为方便起见并切合本文的目标，我们仅保留广义相对论在 0PN 和 dCS 修

正的领头阶效应。广义相对论中的高阶后牛顿修正可以在前面引用的文献中找

到，本文不再赘述。
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3.1.3 关于线性化引力场方程结构的讨论

标量场和引力场的扰动方程 (2.128, 2.82) 都符合波动方程的形式：方程左边

代表了场的动力学，方程右边代表了方程的源。无论在广义相对论还是 dCS 引

力中，扰动方程右侧都包含了两类项。

• 其中一部分由物质场贡献，即包含 𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 的部分，对于一般研究的引力辐

射系统，物质场仅分布在有限的范围内。所以我们称 𝑇 (𝑚)
𝜇𝜈 在数学上是紧致

(compact support) 的。例如质点系统就是由多个 𝛿­函数叠加构成。这部分

是整个引力场分布的根源。

• 另外一部分则由二阶扰动贡献，这一部分在数学上是弥漫的，我们称之为

非紧致 (non­compact support) 的部分。

紧致部分在对双星运动和辐射给出 𝒪(𝐺) 阶次的效应，而非紧致部分都是线性扰

动的平方项，对应了 𝒪(𝐺2) 阶次的修正。这就构成了后闵可夫斯基展开的基础，

所以扰动方程应采用迭代方法求解。首先忽略非紧致部分，在物质场的近场区域

积分物质场能动张量，得到近场区域的引力场，记做 ℎ̄(N)
𝜇𝜈 。该引力场主导了物质

之间的相互作用和运动演化。将上述近场解继续代入扰动方程右侧，作为远场区

域引力场的源，并通过推迟势积分得到 ℎ̄(F)
𝜇𝜈 ，也就是引力辐射。这就构成了本章

剩余章节的大致思路。

3.2 近场区域引力场的后牛顿解

3.2.1 标量场

我们只关心 dCS 引力修正的后牛顿主导阶效应，因此四维速度可以近似为

𝑢𝜇 = (1, 𝒗)，其中 𝒗 = d𝒛/d𝑡 是粒子的运动速度，坐标时间 𝑡 与固有时间 𝜏 的关系

是 d𝑡/d𝜏 = 𝑢0 = (1 − |𝒗|2)−1/2。于是我们有近似 𝜏 = 𝑡[1 + 𝒪(𝑣)] 和 √−𝑔 = 1 + 𝒪(𝑣)。
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因此等效密度可以写为 [125]

𝜌𝜗 = ∫
+∞

−∞
d𝜏𝜇𝛼∂𝛼 [

𝛿(4)(𝑥𝜇 − 𝑧𝜇(𝜏))
√−𝑔 ]

= ∫
+∞

−∞
d𝜏𝜇𝑖 [∂𝑖𝛿(3)(𝑥𝑖 − 𝑧𝑖(𝜏))] 𝛿(𝑡 − 𝑧0(𝜏))

+ ∫
+∞

−∞
d𝜏𝜇0𝛿(3)(𝑥𝑖 − 𝑧𝑖(𝜏)) [∂0𝛿(𝑡 − 𝑧0(𝜏))]

= 𝜇𝑖∂𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝑡)) − ∫
+∞

−∞
d𝜏𝜇0𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝜏)) [

∂
∂𝜏 𝛿(𝑡 − 𝜏)]

= 𝜇𝑖∂𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝑡)) + ∂
∂𝑡 [𝜇0𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝑡))]

= 𝜇𝑖∂𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝑡))⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝜌1

+ 𝜇𝑖 ̇𝑣𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝑡))⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝜌2

− 𝜇𝑖𝑣𝑖𝑣𝑗∂𝑗𝛿(3)(𝒙 − 𝒛(𝑡))⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝜌3

.

(3.1)

其中应用了自旋补充条件 (2.96)。利用标量荷密度定义 (2.126) 和三维速度 𝒗 得

到

𝜇0 = 𝜇𝑖𝑣𝑖 = 𝝁 ⋅ 𝒗. (3.2)

因为标量扰动方程 (2.128) 右侧第二项中包含了 𝛿­函数，所以在近场区域必定是

主导的源项，通过方程 (3.1) 可知

𝜌1 ∼ 𝒪(𝑣0), 𝜌2 ∼ 𝒪(𝑣1), 𝜌3 ∼ 𝒪(𝑣2), (3.3)

因此 𝜌1 贡献了标量场近场解的最低阶贡献。对 𝜌1 做推迟势积分得到

𝜗(N) = ∫
𝜇𝑖

|𝒙 − 𝒙′|∂𝑖𝛿(3)(𝒙′ − 𝒛(𝑡))d3𝒙′ = 𝝁 ⋅ (𝒙 − 𝒛)
|𝒙 − 𝒛|3 . (3.4)

对于双黑洞系统，总标量场应为两个黑洞各自标量场贡献的叠加，即

𝜗(N) = ∑
𝐴

𝒏̂𝐴 ⋅ 𝝁𝐴
𝑟2

𝐴
= ∑

𝐴

𝛿𝐶𝜗
4𝜋𝛽𝑚2

𝐴

𝒏̂𝐴 ⋅ 𝑺𝐴
𝑟2

𝐴
. (3.5)

其中 𝑚𝐴 和 𝑺𝐴 和分别代表了黑洞 𝐴 的质量和自旋角动量矢量。下标 𝐴 是对各个

黑洞的编号。𝑟𝐴 ≡ |𝒙 − 𝒛𝐴| 代表了场点到源点 𝐴 的距离，𝒏̂ ≡ (𝒙 − 𝒛𝐴)/𝑟𝐴 代表了

场点相对源点的方位。需要注意的是，标量场方程 (2.128) 是线性方程，因此上

述线性叠加是完全成立的，而无需考虑是否使用弱场条件。

同时，近场标量解也可以由两个慢转动黑洞各自的标量场解 (2.48)直接给出

𝜗(N) = ∑
𝐴

−5
8

𝛼
𝛽𝑚2

𝐴

𝒏̂𝐴 ⋅ 𝑺𝐴
𝑟2

𝐴
, (3.6)

与方程 (3.5) 对比，可以确定有效场论中的修正系数 𝛿𝐶𝜗 为

𝛿𝐶𝜗 = −5
2𝜋𝛼. (3.7)

这一修正常数对不同天体是相同的。到此，我们完成了对标量近场解的讨论。
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3.2.2 引力场

在广义相对论中，精确到 2PN阶次的近场度规是是 𝑔(N)
𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 +𝐻 (N)

𝜇𝜈 ，𝐻 (N)
𝜇𝜈 =

ℎ(N)
𝜇𝜈 + 𝔥(N)

𝜇𝜈 ，其中

ℎ(N)
00 = 2𝑈̄⏟

(0PN)
− 2𝑈̄ 2⏟
(1PN)

+ 8 [𝑋̄ − ̄𝑉𝑖 ̄𝑉𝑖 + (1/6)𝑈̄ 3]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(2PN)

, (3.8a)

ℎ(N)
0𝑖 = − 4 ̄𝑉𝑖⏟

(1.5PN)

− 8𝑅̄𝑖⏟
(2.5PN)

, (3.8b)

ℎ(N)
𝑖𝑗 = 2𝛿𝑖𝑗𝑈̄⏟

(1PN)

+ (2𝛿𝑖𝑗𝑈̄ 2 + 4𝑊̄𝑖𝑗)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(2PN)

. (3.8c)

在方程 (3.8) 中，我们引入了一组势函数 𝑿̄ = {𝑈̄ , ̄𝑉𝑖, 𝑋̄, 𝑅̄𝑖, 𝑊̄𝑖𝑗}，这些函数由物

质场能动张量 (2.123) 确定。由于能动张量 (2.123) 包含了单极矩、自旋偶极矩和

自旋四极矩三个部分的贡献，所以势函数 𝑿̄ 也必然对应地包含着三个部分。例

如 𝑿̄ = 𝑿̄(M) + 𝑿̄(D) + 𝑿̄(Q)。这些项的表达式在广义相对论下都已经被详细计算。

单极矩部分 𝑿̄(M) 可以在文献 [144]中找到，偶极矩部分 𝑿̄(D) 可以在文献 [158]中找

到，四极矩部分 𝑿̄(Q) 可以在文献 [162­163]中找到。例如，Newton势 𝑈̄ 的单极、偶

极和四极部分分别是

𝑈̄ (M) = ∑
𝐴

𝑚𝐴
𝑟𝐴

+ {高阶后牛顿修正}, (3.9a)

𝑈̄ (D) = −2𝜀𝑖𝑗𝑘 ∑
𝐴

𝑣𝑖
𝐴𝑆𝑗

𝐴∂𝑘 (
1
𝑟𝐴 ) = 2 ∑

𝐴 (
𝑚𝐴
𝑟𝐴 )

2 1
𝑚2

𝐴
(𝒗𝐴 × 𝑺𝐴) ⋅ 𝒏̂𝐴, (3.9b)

𝑈̄ (Q) = ∑
𝐴

1
2𝑚𝐴

(𝛿𝑖𝑗𝑆2
𝐴 − 𝑆 𝑖

𝐴𝑆𝑗
𝐴)∂𝑖∂𝑗 (

1
𝑟𝐴 )

= −3
2 ∑

𝐴 (
𝑚𝐴
𝑟𝐴 )

3 1
𝑚4

𝐴
(𝑆 𝑖

𝐴𝑆𝑗
𝐴 − 1

3𝛿𝑖𝑗𝑆2
𝐴) 𝒏̂𝑖

𝐴𝒏̂𝑗
𝐴,

(3.9c)

𝑈̄ (M) 的主导阶给出的正是 Newton 引力下双星系统产生的引力势。通过量纲分

析不难发现 𝑈̄ (D)/𝑈̄ (M) ∼ 𝒪(𝑣3) 和 𝑈̄ (Q)/𝑈̄ (M) ∼ 𝒪(𝑣4)，即分别处于 1.5PN 修正和

2PN 修正。这也对应了我们在第3.1节中的讨论。

下面转向对 dCS 修正的讨论。从能动张量 (2.123) 可以看到，dCS 引力只对

黑洞的 Dixon 四极矩产生 𝐽𝛼𝛽𝛾𝛿 → (1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽𝛼𝛽𝛾𝛿 的修正，意味着相应的势函数

的修正必然只出现在自旋平方阶。也就对应 𝑿̄(Q) → (1 + 𝛿𝐶𝑄)𝑿̄(Q)。而这些修正

项是相对于对应主导阶的 2PN 修正，即势函数 𝑈̄ (Q), ̄𝑉 (Q)
𝑖 , 𝑋̄(Q), 𝑅̄(Q)

𝑖 , 𝑊̄ (Q)
𝑖𝑗 及其

dCS 修正相对 𝑈̄ (M) 主导阶的贡献分别处于 2PN、3.5PN、4.5PN、4PN 和 4PN。

因此可以确定最低阶的修正正是对 Newton 势 𝑈̄ 的修正，由能动张量 (2.123) 中

dCS 修正部分给出。
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如方程 (2.123) 所示，dCS 修正下弯曲时空背景下自旋粒子的能动张量共包

含五项。其中前三项依次来自粒子的单极矩、偶极矩和四极矩，后两项来自自旋

偶极矩与背景标量场的相互作用、自旋四极矩与背景引力场的相互作用。我们仅

需要考虑

𝛿𝑇 (𝑚)
00 = 2

3𝛿𝐶𝑄𝐽 𝑖0𝑗0∂𝑖∂𝑗𝛿(3)(𝒙 − 𝒛). (3.10)

对方程 (3.10) 做积分得到

𝛿𝑈 ≡ ∫
𝛿𝑇 (𝑚)

00
|𝒙 − 𝒙′|d

3𝒙′ = 2
3𝛿𝐶𝑄𝐽 𝑖0𝑗0

∫ 𝛿(3)(𝒙′ − 𝒛)∂𝑖∂𝑗 (
1

|𝒙 − 𝒙′|) d3𝒙′

= 2
3𝛿𝐶𝑄𝐽 𝑖0𝑗0∂𝑖∂𝑗 (

1
|𝒙 − 𝒛|)

= − 3
2𝑚𝛿𝐶𝑄 (𝑆 𝑖𝑆𝑗 − 1

3𝛿𝑖𝑗𝑆𝑘𝑆𝑘
)

(𝒙 − 𝒛)𝑖(𝒙 − 𝒛)𝑗

|𝒙 − 𝒛|5 .

(3.11)

具体化到双黑洞系统，总的 Newton 势修正是两个黑洞各自修正的线性叠加 [92]

𝛿𝑈 = −3
2 ∑

𝐴
𝛿𝐶𝑄 (

𝑚𝐴
𝑟𝐴 )

3 1
𝑚4

𝐴
[(𝒏̂𝐴 ⋅ 𝑺𝐴)2 − 1

3(𝑺𝐴 ⋅ 𝑺𝐴)] . (3.12)

于是 dCS 修正在后牛顿主导阶的近场度规解是

𝑘(N)
00 = 2𝛿𝑈, 𝑘(N)

0𝑖 = 𝑘(N)
𝑖𝑗 = 0. (3.13)

可以看到 𝛿𝑈 与 𝑈̄ (Q) 有着相同的结构，是一个相对于 𝑈̄ (M) 的 2PN 修正。由于广

义相对论中的引力场满足非线性微分方程，因此不符合线性叠加原理。前面所提

到的“双黑洞系统的 Newton 势为各自 Newton 势之和”仅在弱场极限成立，而不

能推广为“双黑洞系统的引力场为各自引力场之和”。

目前还有修正常数 𝛿𝐶𝑄 尚未确定。与确定 𝛿𝐶𝜗 相似，我们通过近场解与慢

转动黑洞解的对比来确定这一常数。孤立黑洞的四极矩张量已经在方程 (2.60)

中给出 (Boyel­Lindquist 坐标)，我们将其拆分为 𝑄𝑖𝑗 = 𝑄̄𝑖𝑗 + 𝛿𝑄𝑖𝑗，分别代表

广义相对论部分和 dCS 修正，现在只需要将它转换到以垂直双星轨道平面方

向为 𝑧 轴的坐标系，即双星坐标系中。第 𝐴 个黑洞的自旋角动量记做 𝑺𝐴 =
|𝑺𝐴|(sin 𝜃𝐴 sin𝜑𝐴, sin 𝜃𝐴 cos𝜑𝐴, cos 𝜃𝐴)，𝜃𝐴 和 𝜑𝐴 为双星坐标系中空间一点相对

第 𝐴 个黑洞的极角和方位角。利用旋转矩阵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos𝜑𝐴 sin𝜑𝐴 0
− sin𝜑𝐴 cos𝜑𝐴 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 cos 𝜃𝐴 sin 𝜃𝐴

0 − sin 𝜃𝐴 cos 𝜃𝐴

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (3.14)

黑洞 𝐴 四极矩张量的 dCS 修正被转化为

𝛿𝑄𝐴,𝑖𝑗 = 201
3584𝜁𝐴𝑚−1

𝐴 (𝑆 𝑖
𝐴𝑆𝑗

𝐴 − 1
3𝛿𝑖𝑗𝑆𝑘

𝐴𝑆𝑘
𝐴) , (3.15)
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其中 𝜁𝐴 是以第 𝐴 个黑洞质量 𝑚𝐴 进行归一化的耦合常数，

𝜁𝐴 = 16𝜋 𝛼2

𝛽𝑚4
𝐴

. (3.16)

于是，在双星坐标系中，双黑洞系统的 Newton 势修正是

𝛿𝑈 = −3 ∑
𝐴

𝛿𝑄𝐴,𝑖𝑗
̂𝑛𝑖
𝐴 ̂𝑛𝑗

𝐴
𝑟3

𝐴
, (3.17)

对比方程 (3.12) 和 (3.17)，可以确定 𝛿𝐶𝑄 的取值为

𝛿𝐶𝑄 → 𝛿𝐶𝑄,𝐴 = − 201
1792𝜁𝐴. (3.18)

与常数 𝛿𝐶𝜗 不同的是，𝛿𝐶𝑄,𝐴 对不同的质量的黑洞有着不同程度的修正。在后续

的推导中，我们会进一步采用双星系统的总质量对耦合常数进行归一化。

本节所展示的内容，对应了后闵可夫斯基展开的第一次迭代 [91]，并在近场

区域应用后牛顿展开，给出标量场和引力场在 dCS 引力下的主导阶修正。近场

解决定了双黑洞之间的相互作用和双星的运动。

3.3 双黑洞系统的后牛顿动力学
本节从修改的 MPD方程出发，将近场解 (3.5, 3.8, 3.13)代入，从而导出双黑

洞系统在后牛顿近似下的运动方程。

3.3.1 运动方程

首先将粒子的运动方程 (2.121) 写为

𝔪𝐷𝑢𝜇

𝐷𝜏 = 𝑓 𝜇, (3.19)

其中

𝑓 𝜇 = −1
2𝜖𝛼𝛽𝛾𝛿𝑢𝛾𝑢𝜆𝑆𝛿𝑅𝛼𝛽𝜇

𝜆 + 1
𝔪2 𝛿𝐶𝜗𝑆𝛼(∇𝜇∇𝛼𝜗)

− 1
6(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝐽 𝛼𝛽𝛾𝛿∇𝜇𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿,

(3.20)

但是我们希望得到的运动方程应该具有 d𝒗/d𝑡 = 𝒇 的形式。考虑到 𝑣𝑘 = 𝑢𝑘/𝑢0 和

d/d𝑡 = (d𝜏/d𝑡)(d/d𝜏) = (𝑢0)−1(d/d𝜏) 并展开导数算符 𝐷/𝐷𝜏 得到

d𝑣𝑘

d𝑡 = 𝛾𝑘 − 𝑣𝑘𝛾0 + (𝔪𝑢2
0)−1(𝑓 𝑘 − 𝑣𝑘𝑓 0). (3.21)

其中定义了符号

𝛾𝜇 ≡ 𝛤 𝜇
00 + 2𝑣𝑘𝛤 𝜇

0𝑘 + 𝑣𝑗𝑣𝑘𝛤 𝜇
𝑗𝑘 (3.22)
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𝛤 𝜇
𝛼𝛽 是背景引力场的 Christoffel 联络。我们仅关心 dCS 修正的主导阶效应，因此

可以取 𝑢0 = −1 和联络除 𝛤 𝑘
00 = −∂𝑘𝛿𝑈 外的各个分量为零，并得到

d𝑣𝑘

d𝑡 = ̄𝑎𝑘 + 𝛿𝑎𝑘. (3.23)

其中

𝛿𝑎𝑘 = ∂𝑘𝑈̄ (M) + {后牛顿修正}, (3.24)

𝛿𝑎𝑘 = ∂𝑘𝛿𝑈 + 1
𝔪3 𝛿𝐶𝜗𝑆𝑗 [∂𝑘∂𝑗𝜗(N)] − 1

2𝔪2 𝛿𝐶𝑄 (𝑆𝑖𝑆𝑗 − 𝑆2𝛿𝑖𝑗) (∂𝑘∂𝑖∂𝑗𝑈̄ ), (3.25)

分别代表广义相对论部分和 dCS 修正的主导阶。于是，我们得到了一个质量 𝔪
和自旋 𝑺 的粒子在外场——{𝜗(N), 𝑈̄ , 𝛿𝑈}——中运动的加速度。将方程 (3.25)应

用到二体系统中可以给出

𝛿𝑎𝑘
𝐴 = ∂𝑘𝛿𝑈𝐴 + 1

𝑚3
𝐴

𝛿𝐶𝜗𝑆𝐴,𝑗 [∂𝑘∂𝑗𝜗(N)
𝐴 ] − 1

2𝑚2
𝐴

𝛿𝐶𝑄,𝐴 (𝑆𝐴,𝑖𝑆𝐴,𝑗 − 𝑆2
𝐴𝛿𝑖𝑗) (∂𝑘∂𝑖∂𝑗𝑈̄𝐴).

(3.26)

𝑚𝐴 和 𝑺𝐴 是黑洞 𝐴 的裸质量和裸自旋角动量，{𝑈̄𝐴, 𝛿𝑈𝐴, 𝜗(N)
𝐴 } 代表了在黑洞 𝐴

处势函数 {𝜗(N), 𝑈̄ , 𝛿𝑈} 的取值，它们分别由方程 (3.9a, 3.12, 3.5) 取 𝒙 = 𝒛𝐴 时给

出，并由所有黑洞贡献的线性叠加构成。

然而，这些场在黑洞 𝐴 处都是发散的。例如在 Newton 阶有 𝑈̄ = 𝑚1/𝑟1 +
𝑚2/𝑟2 = 𝑚1/|𝒙−𝒛1|+𝑚2/|𝒙−𝒛2|，那么 𝑈̄1 = 𝑚1/|𝒛1 −𝒛1|+𝑚2/|𝒛1 −𝒛2| → ∞。这是

由于我们一直采用质点近似、无法正确地描述黑洞的力场对自身的作用力所导致

的。但是这种发散不是物理的，可以通过一定的正规化手段加以消除。这一技术

称为 Hadamard正规化 (regularization) [175]。考虑如下一类函数 𝐹，它们依赖于场

点 𝒙 和两个源点 𝒛1, 𝒛2。当场点 𝒙 靠近源点之一，例如靠近 𝒛1，即 𝑟1 = |𝒙−𝒛1| → 0
时，函数 𝐹 可以展开为

𝐹 (𝒙) = ∑
−𝑘0⩽𝑘⩽0

𝑟𝑘
1𝑓𝑘(𝒙; 𝒛1, 𝒛2). (3.27)

我们定义函数 𝐹 在位置 1 处的值 𝐹1 为它的 Hadamard 有限部分，即环绕源点 𝒛1

各方向对展开式 (3.27) 零次幂系数的平均，并将场点取到源点 1 处。记做

𝐹1 ≡ 1
4𝜋 ∫ 𝑓0(𝒛1; 𝒛1, 𝒛2)d𝛺1, (3.28)

其中 d𝛺1 为源点 𝒛1 处的立体角元。根据以上正规化步骤，可以计算得到势函数

𝒱 (N) 在 𝒛1 附近的展开分别是

𝑈̄ = ∑
−1⩽𝑘⩽0

𝑟𝑘
1 ̄𝑢𝑘(𝒙; 𝒛1, 𝒛2), ̄𝑢−1 = 𝑚1, ̄𝑢0 = 𝑚2

𝑟2
, (3.29a)

48



第 3 章 dCS 引力下的双黑洞系统：运动方程和引力辐射

𝜗 = ∑
−2⩽𝑘⩽0

𝑟𝑘
1𝑡𝑘(𝒙; 𝒛1, 𝒛2), 𝑡0 = −𝒏̂ ⋅ 𝝁2

𝑟2
2

, (3.29b)

𝛿𝑈 = ∑
−3⩽𝑘⩽0

𝑟𝑘
1𝛿𝑢𝑘(𝒙; 𝒛1, 𝒛2) 𝛿𝑢0 = 603

3584
𝜁2
𝑚4

2
(

𝑚2
𝑟2 )

3

[(𝒏̂2 ⋅ 𝑺2)2 − 1
3(𝑺2 ⋅ 𝑺2)] .

(3.29c)

因此，它们在源点 𝒛1 处的取值分别为

𝑈̄1 = 1
4𝜋 ∫ ̄𝑢0(𝒛1; 𝒛1, 𝒛2)d𝛺1 = 𝑚1

|𝒛1 − 𝒛2| = 𝑚1
𝑟 , (3.30a)

𝜗1 = 1
4𝜋 ∫ 𝑡(𝒛1; 𝒛1, 𝒛2)d𝛺1 = 𝒏̂ ⋅ 𝝁2

|𝒛1 − 𝒛2|2 = 𝒏̂ ⋅ 𝝁2
𝑟2 , (3.30b)

𝛿𝑈1 = 1
4𝜋 ∫ 𝛿𝑢0(𝒛1; 𝒛1, 𝒛2)d𝛺1 = 603

3584
𝜁2
𝑚4

2
(

𝑚2
𝑟 )

3
[(𝒏̂ ⋅ 𝑺2)2 − 1

3(𝑺2 ⋅ 𝑺2)] ,

(3.30c)

其中 𝑟 ≡ |𝒛1 − 𝒛2| 为两个黑洞之间的距离。无一例外，这些势函数在 𝒛1 处取值

的有限部分完全是由黑洞 2 贡献的。这就是说，本文所讨论的双黑洞系统的运

动可以忽略黑洞引力场对自身的作用。将方程 (3.30) 代入 (3.26)，从而得到黑洞

1 的运动 d𝒗1/d𝑡。只需要将所有指代黑洞的指标做代换 1 ↔ 2，就可以得到黑洞

2 在黑洞 1 的引力下的运动方程。定义相对速度 𝒗 = 𝒗1 − 𝒗2 和相对运动加速度

𝒂 ≡ d𝒗
d𝑡 得到 [92]，

𝒂 = 𝒂N + 𝛿𝒂. (3.31)

其中

𝒂N = − 𝑚
𝑟2 𝒏̂. (3.32)

𝛿𝒂 = 𝜁 (− 𝑚
𝑟2 ) (

𝑚
𝑟 )

2

{ − 603
3584 ∑

𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

1
𝑚4

𝐴
[2(𝒏̂ ⋅ 𝑺𝐴)𝑺𝐴 − 5(𝒏̂ ⋅ 𝑺𝐴)2𝒏̂ + 𝑆2

𝐴𝒏̂]

+ 75
256

1
𝜈

1
𝑚2

1

1
𝑚2

2
[(𝑺1 ⋅ 𝑺2)𝒏̂ + (𝒏̂ ⋅ 𝑺1)𝑺2 + (𝒏̂ ⋅ 𝑺2)𝑺1 − 5(𝒏̂ ⋅ 𝑺1)(𝒏̂ ⋅ 𝑺2)𝒏̂] }.

(3.33)

分别代表了广义相对论中 Newton 阶的贡献和 dCS 修正。其中双黑洞总质量为

𝑚 ≡ 𝑚1 + 𝑚2，无量纲耦合常数是

𝜁 ≡ 16𝜋 𝛼2

𝛽𝑚4 . (3.34)

上述计算确切地表明 dCS 引力对双黑洞系统的运动产生 2PN 修正，且修正项

(3.33) 中包含两部分：

• 其一正比于 |𝑺1||𝑺2|，起源于两个黑洞标量场之间的相互作用，以自旋­自

旋耦合的形式影响双黑洞系统演化。
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• 其二正比于 𝑺2
1 或 𝑺2

2，起源于 dCS 对黑洞四极矩的修正与外场的耦合，以

单极­四极耦合的形式影响双黑洞系统演化。

这些额外的耦合都将为双黑洞系统的引力辐射带来相应的修正。

3.3.2 自旋进动

结合协变自旋矢量定义 (2.95)，进动方程 (2.122) 可以改写为

𝐷𝑆𝜇

𝐷𝜏 = 𝜖𝛼𝛽𝛾𝜇
[

1
𝔪3 𝛿𝐶𝜗𝑝𝛾𝑆𝛼(∇𝛽𝜗) − 2

3𝔪(1 + 𝛿𝐶𝑄)𝑝𝛾𝐽 𝜌𝜆𝜎
𝛼𝑅𝛽𝜎𝜌𝜆] , (3.35)

精确到四极近似和 dCS 修正的主导阶，三维自旋矢量满足如下形式的演化方程

𝑑𝑺
𝑑𝑡 = 𝜴 × 𝑺, 𝜴 = 𝜴̄ + 𝛿𝜴, (3.36)

𝜴 是 Larmor 频率，包括广义相对论部分 𝜴̄ 和 dCS 修正 𝛿𝜴。后者由

𝛿𝛺𝑘 = − 1
𝑚2 𝜖𝑖𝑗𝑘𝛿𝐶𝜗 [∂𝑖𝜗(N)] 𝑆𝑗 + 1

𝑚𝛿𝐶𝑄𝜖𝑖𝑗𝑘𝑆𝑞(∂𝑞∂𝑖𝑈̄ )𝑆𝑗 (3.37)

给出，其中 𝜖𝑖𝑗𝑘 是三维的 Levi­Civita 张量。这就给出了一个自旋角动量为 𝑺 的

粒子在外场 {𝜗(N), 𝑈̄} 中进动方程。下面我们将这一方程应用到双黑洞系统。例

如黑洞 1 的进动方程可以写为

d𝑺1
d𝑡 = 𝜴12 × 𝑺1, 𝜴12 = 𝜴̄12 + 𝛿𝜴12, (3.38)

对广义相对论部分只考虑主导阶，即自旋­轨道耦合贡献的部分

𝜴̄12 = 1
𝑟3 (2 + 3

2
𝑚2
𝑚1 ) 𝑳, (3.39)

𝑳 是系统的轨道角动量矢量。dCS 修正部分写为

𝛿𝛺𝑘
12 = − 1

𝑚2
1

𝜖𝑖𝑗𝑘𝛿𝐶𝜗 [∂𝑖𝜗
(N)
1 ] 𝑆1,𝑗 + 1

𝑚1
𝛿𝐶𝑄,1𝜖𝑖𝑗𝑘𝑆1,𝑚(∂𝑚∂𝑖𝑈̄1)𝑆1,𝑗 (3.40)

其中 {𝑈̄𝐴, 𝜗(N)
𝐴 } 是 Newton 势和标量场在位置 𝒛𝐴 处的取值，其发散性可以通过

Hadamard 正规化消除。等价地，当我们考虑黑洞 1 的进动时，外力矩仅由黑洞

2 贡献，做相应处理后不难得到 [106,134]

𝛿𝜴12 = 𝜁
𝑟3 {

− 25
256

1
𝜈2 [𝑺2 − 3(𝒏̂ ⋅ 𝑺2)𝒏̂] − 603

1792
𝑚4

𝑚4
1

𝑚2
𝑚1

(𝒏̂ ⋅ 𝑺1)𝒏̂
}

. (3.41)

其中对称质量比是

𝜈 ≡ 𝑚1𝑚2
(𝑚1 + 𝑚2)2 . (3.42)
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黑洞 2 的进动方程只需对方程 (3.38, 3.39, 3.41) 做代换 1 ↔ 2 得到。

进动方程可以给出的一个重要结论是自旋角动量的大小在进动中保持不变，

例如对 𝑺1 有

̇𝑆1 ∝ 𝑺1 ⋅ ̇𝑺1 = 𝑺1 ⋅ (𝜴12 × 𝑺1) = 𝜴12 ⋅ (𝑺1 × 𝑺1) = 0. (3.43)

将 1, 2 对换即可得到 𝑆2 的守恒。自旋大小的守恒为后续进动双黑洞系统的求解

提供了重要的守恒量 [166]。

3.3.3 双黑洞系统的机械能和轨道角动量

方程 (3.31, 3.38) 给出了双黑洞系统的一组封闭的运动方程，只要给定初始

条件即可完全求出双黑洞系统的动力学。在 Newton 引力中，机械能守恒和角动

量守恒决定了两体运动的轨道总可以约化为圆锥曲线，并局限在一个轨道平面

内。尤其是当圆锥曲线偏心率小于 1 时，轨道为封闭的椭圆并形成周期运动。当

考虑广义相对论和 dCS 带来的修正时，Newton 引力的平方反比定律被打破，引

力的方向不再沿着两个天体之间的连线，同时，进动还会导致天体运动不再局限

在一个平面内。在这些复杂因素的影响下，双星系统机械能和角动量的定义不再

明确。

但是如果我们仅关注后牛顿近似适用的情形，系统引力仅为对 Newton 引力

的微弱偏离。那么可以预见，体系仍然允许守恒能量和角动量的存在，且相对

Newton 引力情形仅存在微弱的偏离。这就为我们寻找双黑洞系统的守恒量提供

了思路——猜测法 (guess­work) [91,158]。将双黑洞系统的守恒能量写作

𝐸 = 𝜇𝜀, 𝜀 = 𝜀N + 𝛿𝜀. (3.44)

其中 Newton 阶的能量是

𝜀N = 1
2𝑣2 − 𝑚

𝑟 (3.45)

主导阶的 dCS 修正属于 2PN 和自旋平方阶，因此机械能中要包含 𝑺1 和 𝑺2 两个

矢量，且只能以因子

𝑺1 ⋅ 𝑺2, (𝒏̂ ⋅ 𝑺1)(𝒏̂ ⋅ 𝑺2), 𝑺2
1 , 𝑺2

2 , (𝒏̂ ⋅ 𝑺1)2, (𝒏̂ ⋅ 𝑺2)2. (3.46)

的形式存在。设修正的能量为这些标量的线性叠加，叠加后对时间求导并令其得

零，可以将叠加系数解出，从而得到 dCS 修正的能量为 [92]

𝛿𝜀 = 𝜁 (
𝑚
𝑟 )

3

{ − 25
256

1
𝜈

1
𝑚2

1

1
𝑚2

2
[(𝑺1 ⋅ 𝑺2) − 3(𝒏̂ ⋅ 𝑺1)(𝒏̂ ⋅ 𝑺2)]

+ 201
3584

𝑚2

𝑚2
1

1
𝑚4

1
[𝑺2

1 − 3(𝒏̂ ⋅ 𝑺1)2] + 201
3584

𝑚2

𝑚2
2

1
𝑚4

2
[𝑺2

2 − 3(𝒏̂ ⋅ 𝑺2)2] }.
(3.47)
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与运动方程的修正相似，修正能量也包含了自旋­自旋耦合和单极­四极耦合两个

部分。

在考虑双黑洞自旋后，体系的轨道角动量不再在一般情况下守恒。取而代之

的是总角动量

𝑱 = 𝑳 + 𝑺1 + 𝑺2 (3.48)

的守恒。借助方程 (3.25, 3.38) 不难证明，当轨道角动量在精确到 2PN 阶次仍然

写为

𝑳 = 𝜇𝒉, 𝒉 ≡ 𝑟 (𝒏̂ × 𝒗) (3.49)

时，总角动量 𝑱 是守恒的。因此，自旋平方项在 2PN 阶次上对轨道角动量没有

修正 [91,157,162]。

3.4 标量辐射
本节和下一节开始关注远场的引力场，也就是标量辐射和引力辐射的情况。

这对应了后闵可夫斯基展开第一次和第二次迭代在远场的积分 [91,143]。在第一次

迭代过程中，远场辐射仅依赖于物质场。但是在第二次迭代的积分中，不仅依赖

于标量近场解和引力近场解，甚至还依赖于标量和引力场在第一次迭代中得到

的远场解。前者构成了等时辐射，后者构成了引力波的尾 (tails) [176­178]。在本文

中，我们仅考虑等时辐射。

首先关注标量辐射。将近场解 (3.5, 3.8) 代入标量场方程 (2.128) 右侧的非紧

致部分，得到 [93]

16𝜋𝜎 = − 2𝑈 [∂𝑖∂𝑖𝜗(N)]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
16𝜋𝜎1

+ 8𝛼
𝛽 𝜖𝑖𝑗𝑘(∂𝑖∂𝑚𝑈)(∂𝑗∂𝑚𝑉𝑘)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
16𝜋𝜎2

. (3.50)

紧致部分则由方程 (3.1) 给出。在远场区域，标量场方程的解可以为多极公式

𝜗(F) = 1
𝑅

∞

∑
𝑝=0

1
𝑝! (

∂
∂𝑡)

𝑝

∫(4𝜎 + 𝜌𝜗)(𝑡𝑟, 𝒙′)(N̂ ⋅ 𝒙′)𝑝d3𝒙′ (3.51)

其中 𝑡𝑟 ≡ 𝑡 − 𝑅 是推迟时间，N̂ 是观测者相对于波源参考系的方位矢量。我们考

虑标量辐射多极展开的前几阶，并依次考察各个源项对标量辐射的贡献量级。例

如，由源 𝜎1 贡献的部分的单极、偶极和四极辐射分别估计为 [92]

𝜗(𝜎1)
mon = − 1

𝑅
1

2𝜋 ∫ 𝑈 [∂𝑖∂𝑖𝜗(N)] d3𝒙 ∝ 𝑚
𝑅

|𝝁|
𝑟2 ∼ 𝒪(1/𝑐6), (3.52a)

𝜗(𝜎1)
dip = − 1

𝑅
1

2𝜋
∂
∂𝑡 ∫ 𝑈 [∂𝑖∂𝑖𝜗(N)] (N̂ ⋅ 𝒙)d3𝒙 ∝ 𝑚

𝑅
|𝝁|
𝑟2 𝑣 ∼ 𝒪(1/𝑐7), (3.52b)
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𝜗(𝜎1)
quad = − 1

𝑅
1

4𝜋
∂2

∂𝑡2 ∫ 𝑈 [∂𝑖∂𝑖𝜗(N)] (N̂ ⋅ 𝒙)2d3𝒙 ∝ 𝑚
𝑅

|𝝁|
𝑟2 𝑣2 ∼ 𝒪(1/𝑐8), (3.52c)

其中各式最后的 𝑐 为真空光速，我们用它表示标量辐射的量级。更高极矩辐射的

贡献进入更高后牛顿阶次，例如 𝜗(𝜎1)
oct ∼ 𝒪(1/𝑐9)。类似地，我们继续考察其他各

源项的贡献。对 𝜎2 有

𝜗(𝜎2)
mon = 2

𝑅
1
𝜋

𝛼
𝛽 ∫ 𝜖𝑖𝑗𝑘(∂𝑖∂𝑚𝑈)(∂𝑗∂𝑚𝑉𝑘)d3𝒙

= 2
𝑅

1
𝜋 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝛼

𝛽 ∮ 𝑁̂ 𝑖 [(∂𝑚𝑈)(∂𝑗∂𝑚𝑉𝑘)] 𝑅2d𝛺 ∝ 1
𝑅3 → 0,

(3.53a)

𝜗(𝜎2)
dip = 2

𝑅
1
𝜋

𝛼
𝛽 𝜖𝑖𝑗𝑘 ∂

∂𝑡 ∫(∂𝑖∂𝑚𝑈)(∂𝑗∂𝑚𝑉𝑘)(N̂ ⋅ 𝒙)d3𝒙

= 2
𝑅

1
𝜋

𝛼
𝛽 𝜖𝑖𝑗𝑘 ∂

∂𝑡 {∮ 𝑁̂𝑗[(∂𝑖∂𝑚𝑈)(∂𝑚𝑉𝑘)(N̂ ⋅ 𝒙)]𝑅2d𝛺} ∝ 1
𝑅2 → 0,

(3.53b)

𝜗(𝜎2)
quad = 1

𝑅
1
𝜋

𝛼
𝛽 𝜖𝑖𝑗𝑘 ∂2

∂𝑡2 ∫(∂𝑖∂𝑚𝑈)(∂𝑗∂𝑚𝑉𝑘)(N̂ ⋅ 𝒙)2d3𝒙 ∝ 𝑚
𝑅 (

𝑚𝑣
𝑟 )

3
∼ 𝒪(1/𝑐11).

(3.53c)

由于势函数 𝑈 和 𝑉𝑘 按距离的倒数 1/𝑅 衰减，因此它们所贡献的单极和偶极项不

能看做辐射场，四极辐射项则处于相对 𝒪(1/𝑐6) 的高阶修正。

对于源项中的紧致部分 (3.1)，我们有

𝜗(𝜌1)
mon = − 1

𝑅 ∑
𝐴

𝜇𝑖
𝐴 ∫ ∂𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)d3𝒙 = 0, (3.54a)

𝜗(𝜌1)
dip = − 1

𝑅
∂
∂𝑡 ∑

𝐴
𝜇𝑖

𝐴 ∫[∂𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)](N̂ ⋅ 𝒙)d3𝒙

= 1
𝑅

∂
∂𝑡 ∑

𝐴
(N̂ ⋅ 𝜇𝐴) ∼ 𝒪(1/𝑐7),

(3.54b)

𝜗(𝜌1)
quad = − 1

𝑅
1
2

∂2

∂𝑡2 ∑
𝐴

𝜇𝑖
𝐴 ∫[∂𝑖𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)](N̂ ⋅ 𝒙)2d3𝒙 ∝ 𝑚

𝑅
|𝝁|
𝑟2 ∼ 𝒪(1/𝑐6). (3.54c)

在估计 𝜗(𝜌1)
dip 的量级时涉及到 𝝁̇𝐴。利用进动方程 (3.38) 可知 𝝁̇𝐴 ∼ 𝒪(1/𝑐5)。此外

对 𝜌2 和 𝜌3 两项的分析还可以给出

𝜗(𝜌2)
mon = − 1

𝑅 ∑
𝐴

𝜇𝑖
𝐴 ̇𝑣𝑖

𝐴 ∫ 𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)d3𝒙 ∝ 𝑚
𝑅

|𝝁|
𝑟2 ∼ 𝒪(1/𝑐6), (3.55a)

𝜗(𝜌2)
dip = − 1

𝑅
∂
∂𝑡 ∑

𝐴
𝜇𝑖

𝐴 ̇𝑣𝑖
𝐴 ∫ 𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)(N̂ ⋅ 𝒛)d3𝒙 ∝ 𝑚

𝑅
|𝝁|
𝑟2 𝑣 ∼ 𝒪(1/𝑐7), (3.55b)

𝜗(𝜌2)
quad = − 1

𝑅
1
2

∂2

∂𝑡2 ∑
𝐴

𝜇𝑖
𝐴 ̇𝑣𝑖

𝐴 ∫ 𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)(N̂ ⋅ 𝒙)2d3𝒙 ∝ 𝑚
𝑅

|𝝁|
𝑟2 𝑣2 ∼ 𝒪(1/𝑐8). (3.55c)

和

𝜗(𝜌3)
mon = 1

𝑅 ∑
𝐴

𝜇𝑖
𝐴𝑣𝑖

𝐴𝑣𝑗
𝐴 ∫ ∂𝑗𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)d3𝒙 = 0, (3.56a)
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𝜗(𝜌3)
dip = 1

𝑅
∂
∂𝑡 ∑

𝐴
𝜇𝑖

𝐴𝑣𝑖
𝐴𝑣𝑗

𝐴 ∫ [∂𝑗𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)] (N̂ ⋅ 𝒙)d3𝒙 ∝ 𝑚
𝑅

|𝝁|
𝑟2 𝑣 ∼ 𝒪(1/𝑐7), (3.56b)

𝜗(𝜌3)
quad = 1

𝑅
1
2

∂2

∂𝑡2 ∑
𝐴

𝜇𝑖
𝐴𝑣𝑖

𝐴𝑣𝑗
𝐴 ∫ [∂𝑗𝛿(3)(𝒙 − 𝒛𝐴)] (N̂ ⋅ 𝒙)2d3𝒙 ∝ 𝑚

𝑅
|𝝁|
𝑟2 𝑣2 ∼ 𝒪(1/𝑐8).

(3.56c)

将上述估计结果整理为表格 (3.1)。可以清晰地看到，主导阶的标量辐射仅由 𝜗(𝜎1)
mon、

𝜗(𝜌1)
quad 和 𝜗(𝜌2)

mon 贡献。下面我们详细计算这三项。

表 3.1 标量辐射场关于真空光速的展开阶次。

𝜎1 𝜎2 𝜌1 𝜌2 𝜌3

单极辐射 1/𝑐6 0 0 1/𝑐6 0

偶极辐射 1/𝑐7 0 0 1/𝑐7 1/𝑐7

四极辐射 0 1/𝑐9 1/𝑐6 1/𝑐8 1/𝑐8

在计算非紧致项 𝜎1 对辐射场的贡献时，我们会再次遇到势函数在源点处发

散的问题。由于 𝜎1 ∼ 𝜗𝑈̄，而 𝑈̄ 和 𝜗 都要写为两个黑洞各自贡献之和，那么它

们的乘积就是 𝜎1 ∼ 𝜗1𝑈̄1 + 𝜗2𝑈̄2 + 𝜗2𝑈̄1 + 𝜗1𝑈̄2。不妨称前两项为自相互作用部

分，后两项为交叉相互作用部分。其中自相互作用部分的体积分中只包含了一

个奇点，这样的积分是真正奇异的，无法用 Hadamard 正规化进行处理。自相互

作用项代表了一个质点的运动本身对辐射的贡献，这在物理意义上与紧致部分

的贡献完全相同，并完全由紧致部分所替代，因此在接下来的计算中，所有的自

相互作用部分都将被略去不计。交叉相互作用部分包含了两个奇点，可以利用

Hadamard 正规化的积分公式 [175]

∫
1
𝑟1

1
𝑟2
d3𝒙 = −2𝜋𝑟 (3.57)

进行计算。于是源项 𝜎1 贡献的单极辐射是

𝜗(𝜎1)
mon = − 1

𝑅
1

2𝜋 ∫ 𝑈 [∂𝑖∂𝑖𝜗(N)] d3𝒙′

= − 1
𝑅

1
2𝜋 ∫ 𝑈1 [∂𝑖∂𝑖𝜗

(N)
2 ] d

3𝒙′ + (1 ↔ 2)

= − 1
𝑅

1
2𝜋 ∫ (

𝑚1
𝑟1 ) ∂𝑖∂𝑖 (

𝜇𝑗
2

̂𝑛𝑗
2

𝑟2
2 )

d3𝒙 + (1 ↔ 2)

= − 1
𝑅

1
2𝜋 𝑚1𝜇𝑗

2∂(2)
𝑖𝑖𝑗 {∫

1
𝑟1

1
𝑟2
d3𝒙} + (1 ↔ 2) = 𝑚1

𝑅 𝜇𝑗
2∂(2)

𝑖𝑖𝑗 𝑟 + (1 ↔ 2)

= − 2
𝑅

𝑚
𝑟2 [

𝑚2
𝑚 (𝒏̂ ⋅ 𝝁1) − 𝑚1

𝑚 (𝒏̂ ⋅ 𝝁2)] .

(3.58)

其中 ∂(2)
𝑖 表示对 𝒛2 的求导。类似地，紧致部分 𝜌1 和 𝜌2 的贡献分别是

𝜗(𝜌2)
mon = 1

𝑅
𝑚
𝑟2 [

𝑚2
𝑚 (𝒏̂ ⋅ 𝝁1) − 𝑚1

𝑚 (𝒏̂ ⋅ 𝝁2)] , (3.59)
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和

𝜗(𝜌1)
quad = 1

𝑅 ∑
𝐴

(N̂ ⋅ 𝝁𝐴)(N̂ ⋅ ̇𝒗𝐴) = 1
𝑅

𝑚
𝑟2 [

𝑚1
𝑚 (N̂ ⋅ 𝝁2) − 𝑚2

𝑚 (N̂ ⋅ 𝝁1)] (N̂ ⋅ 𝒏̂). (3.60)

综合方程 (3.58, 3.59, 3.60)，精确到后牛顿主导阶的标量辐射场一般表达式

是 [92,125]

𝜗 = 5
8

𝜇
𝑅 (

𝑚
𝑟 )

2 𝛼
𝛽𝑚2

1
𝜈 [(N̂ ⋅ ̃𝜟)(N̂ ⋅ 𝒏̂) + (𝒏̂ ⋅ ̃𝜟)] . (3.61)

其中 𝜇 为系统的约化质量，

𝜇 ≡ 𝑚1𝑚2
𝑚 , (3.62)

̃𝜟 是描述自旋矢量之差的符号，

̃𝜟 ≡ 𝑚2
𝑚

𝑺1
𝑚2

1
− 𝑚1

𝑚
𝑺2
𝑚2

2
. (3.63)

标量辐射场中包含两项，一项正比于 𝑁̂ 𝑖𝑁̂ 𝑗，代表了四极辐射的贡献，存在相应

的角分布。而另一项不依赖于矢量 N̂，是单极辐射的贡献，是各向同性的辐射

场。这类辐射的一个重要特征是携带能量但不携带角动量。

3.5 引力辐射
本节关注 dCS 引力下双黑洞系统的引力辐射。等时部分的引力波可以写为

𝐻̄𝑖𝑗 = ℎ̄𝑖𝑗 + 𝑘̄𝑖𝑗 = 2𝜇
𝑅 [𝜉𝑖𝑗

(0) + 𝛿𝜉𝑖𝑗
] , (3.64)

其中

ℎ̄𝑖𝑗 = 2𝜇
𝑅 𝜉(0)

𝑖𝑗 , 𝜉(0)
𝑖𝑗 = 2 [𝑣𝑖𝑣𝑗 − 𝛾 ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗] . (3.65)

代表了广义相对论中 Newton 阶的引力波形，剩余部分代表 dCS 修正部分，应当

从方程 (2.82) 的多极展开出发，给出

𝑘̄𝜇𝜈 = 4
𝑅

∞

∑
𝑝=0

1
𝑝! (

∂
∂𝑡)

𝑝

∫ 𝐾𝜇𝜈(𝑡𝑟, 𝒙′)(N̂ ⋅ 𝒙′)𝑝d3𝒙′. (3.66)

如前所述，广义相对论下的高阶后牛顿修正均已省略。

众所周知，Newton 阶的引力辐射是质量四极辐射。但是这里我们需要着重

申明：这一结论仅仅适用于 Newton 阶近似，高阶修正的计算存在显著的差别。

考虑多极展开 (3.66)的第零阶，应用能动张量守恒 ∂𝜇𝐾𝜇𝜈 = 0——∂0𝐾00 +∂𝑖𝐾0𝑖 =
0, ∂0𝐾0𝑗 + ∂𝑖𝐾 𝑖𝑗 = 0 可以得到

𝑘̄𝑖𝑗 = 4
𝑅 ∫ 𝐾 𝑖𝑗d3𝒙′ = 2

𝑅[2 ∫ ∂𝑘(𝑥′𝑖𝐾𝑘𝑗)d3𝒙′

+ ∂0 ∫ ∂𝑘 (𝑥′𝑖𝑥′𝑗𝐾0𝑘) d3𝒙′ + ∂0∂0 ∫ 𝑥′𝑖𝑥′𝑗𝐾00d3𝒙′
].

(3.67)
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其中方括号中的前两项被积函数为全导数，那么是否可以将其转化为面积分并

积分为零呢？如果仅考虑紧致部分，积分

∫ ∂𝑘 [𝑥′𝑖𝐾𝑗𝑘
(compact−support)] d

3𝒙′ = ∮ [𝑥′𝑖𝐾𝑗𝑘
(compact−support)] d𝑆𝑘 = 0, (3.68)

因为在无穷远的球面上 𝐾𝑗𝑘
(compact−support) = 0。这样我们就从方程 (3.67) 得到了质

量四极辐射公式——引力波正比于物质场质量四极矩的二阶时间导数 [30]。但事

实上，𝐾𝑗𝑘 却包含了很多非紧致项，从方程 (2.83) 得到

𝐾𝑖𝑗 = 𝑘𝑇 (𝑚)
𝑖𝑗 + (1 + ℎ)𝛿𝑇 (𝑚)

𝑖𝑗 + 𝑇 (𝜗)
𝑖𝑗 + (16𝜋)−1 ̃𝛬𝑖𝑗 − 2𝛼 ̃𝐶𝑖𝑗 , (3.69)

其中只有前两项属于紧致部分，后面三项均属于非紧致部分。紧致部分代表了

物质场的有限分布，对应的 (3.67) 中的无穷大球面积分是零。而根据后闵可夫斯

基展开中的迭代方案，这一处理属于第二次迭代 [91]。方程 (3.69) 中涉及到的场

应取为第一次迭代的结果，它们按照距离的倒数 1/𝑅 衰减，空间一阶导数按照

1/𝑅2 衰减。于是可以得到 𝐾 𝑖𝑗 按照 1/𝑅4 衰减。因此球面积分

∫ ∂𝑘(𝑥′𝑖𝐾𝑘𝑗)d3𝒙′ = ∮ ̂𝑛𝑘(𝑥′𝑖𝐾𝑘𝑗)𝑅2d𝛺 ∼ 𝑅 1
𝑅4 𝑅2 = 1

𝑅 → 0, (3.70a)

∫ ∂𝑘(𝑥′𝑖𝑥′𝑗𝐾0𝑘)d3𝒙′ = ∮ ̂𝑛𝑘(𝑥′𝑖𝑥′𝑗𝐾0𝑘)𝑅2d𝛺 ∼ 𝑅𝑅 1
𝑅4 𝑅2 → 有限值. (3.70b)

从而导致
4
𝑅 ∫ 𝐾 𝑖𝑗d3𝒙′ ≠ 2

𝑅∂0∂0 ∫ 𝑥′𝑖𝑥′𝑗𝐾00d3𝒙′. (3.71)

综上所述。在计算 dCS 张量辐射时不能采用 𝐾00 的四极辐射公式直接计算。替

代地，只能采用 𝐾𝑖𝑗 的单极辐射公式进行计算，或者详细地计算方程 (3.67) 涉及

的球面积分。在本文中，我们采用前一种方案，dCS 引力辐射场由

𝑘̄𝑖𝑗 = 4
𝑅 ∫ 𝐾𝑖𝑗d3𝒙 (3.72)

给出。首先因为

𝒪 [𝑇 (𝑚)
𝑖𝑗 ] ∼ 𝒪(𝑣2), 𝒪(𝑘𝑖𝑗) ∼ 𝒪( ̂𝜒2), 𝒪 [𝛿𝑇 (𝑚)

𝑖𝑗 ] ∼ 𝒪(𝑣2 ̂𝜒2) (3.73)

张量 𝐾 𝑖𝑗(3.69) 的前两项属于 𝒪(𝑣2 ̂𝜒2) 阶次，其中 𝑣 和 ̂𝜒 仍然表示是天体特征速

度和无量纲自旋。类比引力近场解及其修正 (3.12) 可以看到 2PN 修正仅包含 ̂𝜒2

因子而没有速度因子，因此方程 (3.69) 前两项对引力辐射的贡献必然高于 2PN

阶次。张量 𝐾 𝑖𝑗 (3.69) 的后三项分别是

𝑇 (𝜗)
𝑖𝑗 = 𝛽 [(∂𝑖𝜗)(∂𝑗𝜗) − 1

2𝛿𝑖𝑗(∂𝑘𝜗)(∂𝑘𝜗)] , (3.74)

(16𝜋)−1 ̃𝛬𝑖𝑗 = (4𝜋)−1 [−𝛿𝑖𝑗(∂𝑘𝑈̄ )(∂𝑘𝛿𝑈) + (∂𝑖𝑈̄ )(∂𝑗𝛿𝑈) + (∂𝑖𝛿𝑈)(∂𝑗𝑈̄ )] , (3.75)
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和

− 2𝛼 ̃𝐶𝑖𝑗 = −4𝛼𝜖𝑟(𝑖|𝑚∂𝑚 [□2
𝜂 ̄𝑉𝑗)] (∂𝑟𝜗) + 8𝛼𝜖𝑟(𝑗|𝑚(∂𝑚∂[𝑖) ̄𝑉𝑘])(∂𝑘∂𝑟𝜗), (3.76)

方程 (3.74) 来自标量场能动张量，它将产生引力辐射中自旋­自旋耦合部分，代

表双星标量场之间相互作用能的辐射。方程 (3.75) 将产生引力辐射中单极­四极

耦合部分。方程 (3.76) 包含了引力辐射与标量辐射之间的耦合，将导致宇称破缺

效应的出现。但之后我们方程 (3.76) 证明它对引力辐射的贡献为零。这表明在不

考虑宇宙膨胀的情况下，双黑洞系统的引力辐射在极化模式上不会呈现出振幅

双折射现象。

与标量场遇到的情形相似，非紧致部分包含了近场解的乘积，需要拆分为自

相互作用部分和交叉相互作用部分。自相互作用部分因包含一个奇点而无法被

Hadamard 正规化所处理，而包含两个奇点的部分则由 (3.57) 计算。只考虑交叉

相互作用部分，方程 (3.74) 对应的推迟积分是

4
𝑅 ∫ 𝑇 (𝜗)

𝑖𝑗 d3𝒙 = 4𝛽
𝑅 ∫ {[∂𝑖𝜗

(N)
1 ] [∂𝑗𝜗(N)

2 ] − 1
2𝛿𝑖𝑗 [∂𝑘𝜗(N)

1 ] [∂𝑘𝜗(N)
2 ]} d3𝒙 + (1 ↔ 2)

= 4𝛽
𝑅 𝜇𝑘

1𝜇𝑙
2 [∂(1)

𝑖𝑘 ∂(2)
𝑗𝑙 − 1

2𝛿𝑖𝑗∂(1)
𝑞𝑘 ∂(2)

𝑞𝑙 ] ∫
1
𝑟1

1
𝑟2
d3𝒙 + (1 ↔ 2)

= −8𝜋𝛽
𝑅 𝜇𝑘

1𝜇𝑙
2 [∂(1)

𝑖𝑘 ∂(2)
𝑗𝑙 − 1

2𝛿𝑖𝑗∂(1)
𝑞𝑘 ∂(2)

𝑞𝑙 ] 𝑟 + (1 ↔ 2),
(3.77)

类似地可以由 (3.75) 计算得到

4
𝑅 ∫(16𝜋)−1 ̃𝛬𝑖𝑗d3𝒙 = − 2

𝑅𝛿𝐶𝑄
𝑚1
𝑚2

𝑆𝑘
2 𝑆𝑙

2 [∂(1)
𝑖𝑘 ∂(2)

𝑗𝑙 − 1
2𝛿𝑖𝑗∂(1)

𝑞𝑘 ∂(2)
𝑞𝑙 ] 𝑟 + (1 ↔ 2). (3.78)

算符 ∂(1)
𝑘 和 ∂(2)

𝑘 分别代表对天体坐标 𝒛1 和 𝒛2 的导数。方程 (3.76) 贡献的引力辐

射场是

4
𝑅 ∫(−2𝛼 ̃𝐶𝑖𝑗)d3𝒙 = 8𝛼

𝑅 ∫[𝜖𝑟𝑗𝑚(∂𝑟∂𝑘∂𝑚∂𝑖 ̄𝑉𝑘) + 𝜖𝑟𝑖𝑚(∂𝑟∂𝑘∂𝑚∂𝑗 ̄𝑉𝑘)]𝜗(N)d3𝒙 = 0. (3.79)

结合方程 (3.77, 3.78) 并计算其中的导数，我们得到张量场的的辐射波形为

𝑘̄𝑖𝑗 = 2𝜇
𝑅 𝛿𝜉𝑖𝑗 , 𝛿𝜉𝑖𝑗 = 𝛿𝜉𝑖𝑗

(SS) + 𝛿𝜉𝑖𝑗
(MQ), (3.80)

其中 [92­93,125]

𝛿𝜉𝑖𝑗
(SS) = 75

128
𝜁
𝜈 (

𝑚
𝑟 )

3 1
𝑚2

1𝑚2
2

{ ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗 [5(𝒏̂ ⋅ 𝑺1)(𝒏̂ ⋅ 𝑺2) − (𝑺1 ⋅ 𝑺2)]

− [(𝒏̂ ⋅ 𝑺1)( ̂𝑛𝑖𝑆𝑗
2 + ̂𝑛𝑗𝑆𝑗

2) + (𝒏̂ ⋅ 𝑺2)( ̂𝑛𝑖𝑆𝑗
1 + ̂𝑛𝑗𝑆𝑗

1)] },
(3.81)

𝛿𝜉𝑖𝑗
(MQ) = − 603

1792𝜁 (
𝑚
𝑟 )

3

∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

1
𝑚4

𝐴
{ ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗 [(𝒏̂ ⋅ 𝑺𝐴)2 − 𝑺2

𝐴] − (𝒏̂ ⋅ 𝑺𝐴)( ̂𝑛𝑖𝑆𝑗
𝐴 + ̂𝑛𝑗𝑆𝑗

𝐴)}.

(3.82)
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这样就给出了 2PN 近似下 dCS 对引力辐射场修正的一般表达式。只需要代入运

动方程和进动方程的解，即可得到具体的引力波形。引力辐射仍然包含自旋­自

旋耦合和单极­四极耦合两个部分，分别来自与黑洞标量场之间的耦合和自旋四

极矩与单极矩之间的耦合。

3.6 本章小结
本章是全文承上启下的部分。基于第2章中提供的理论工具，在后牛顿框架

下导出 dCS 引力下双黑洞系统的运动方程和引力辐射场的一般表达式。首先在

近场区域，以中给出的线性化引力场方程为基础，基于后牛顿展开，求解了双黑

洞附近的标量场和引力场 (3.6, 3.13)，通过与孤立黑洞解的匹配，确定了有效场

论中残余的待定系数。这些场负责传递双黑洞之间的相互作用力，进而支配它们

的运动，也为远场区域的引力辐射提供波源。此后将近场解代入 MPD 方程，在

后牛顿框架下约化得到运动方程 (3.31, 3.38)，其中 dCS 引力对平动部分的修正

在 2PN阶次，对自旋进动部分的修正在 0.5PN阶次。基于运动方程，我们通过猜

测法得到了 dCS 修正下的守恒能量 (3.44) 和轨道角动量 (3.49)。在考虑双星自旋

的情况下轨道角动量不再一般性地守恒，取而代之的是总角动量的守恒。最后通

过在远场区域对扰动方程的多极展开和推迟积分，得到了标量辐射和引力辐射

的一般表达式 (3.61, 3.80)。但是写出运动方程不代表完成了对引力波源的建模，

写出引力辐射的一般表达式也不代表就给出了可探测的引力波信号。具体的求

解和计算会在后续的两章中相继给出。
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第 4章 dCS引力下的双黑洞系统：自旋平行情形

本章我们首先关注一类特殊情况——双黑洞的自旋角动量矢量与轨道角动

量平行或反平行。此时，自旋进动效应消失，自旋角动量和轨道角动量分别守恒，

双黑洞被局限在一个轨道平面内运动。在第4.1节中，我们针对这一自旋平行系统

求解运动方程 (3.23)，给出它的准开普勒参数化 (quasi­Keplerian parameterization)

解。在第4.2节中，我们考虑准圆轨道近似下的引力波形，并讨论 dCS 理论中引

力辐射的极化模式。在此后的几节中，我们将依次给出自旋平行系统的引力波形

(第4.3节)、辐射反作用 (第4.4节)和频域波形 (第4.5节)的结果。最后在第4.6节讨

论基于引力波观测对 dCS 引力的约束。本章理论推导部分主要参考文献 [100]。

在本节的计算中主要涉及两个参考系——波源参考系和传播参考系。波源

参考系标以双黑洞系统质心为原点，以轨道角动量方向为 𝑧 轴，𝑦 轴指向约化单

体相对质心的初始方位，以确保 𝜙0 = 0。传播系的 𝑧 轴指向观测者方向，在波源

参考系中，观测者方位矢量为 N̂ = (sin 𝜄 sin𝜔, sin 𝜄 cos𝜔, cos 𝜄)，其中 𝜄 代表观测者

视线方向与波源轨道平面的夹角，𝜔 代表观测者相对双星初始状态的方位角。

4.1 准开普勒参数化
运动方程是天体相对坐标相对时间的二阶微分方程，需要给出初始位置和

初始速度两组初始条件。在守恒量的帮助下，我们可以对运动方程进行一次积

分，降阶为两个一阶方程，只需要给出天体的初始相对位置和守恒量即可确定

它们的解 [91]。对于一个由两个质量 𝑚𝐴，自旋角动量 𝑺𝐴 构成的、相互间距远大

于各自特征尺度的双黑洞系统，其守恒能量由 (3.44)，轨道角动量由 (3.49) 给出。

在自旋平行情况下，有 𝒏̂ ⋅ 𝑺𝐴 = 0，守恒能量的 dCS 修正部分简化为

𝛿𝜀 = −1
3𝛿𝜛 (

𝑚
𝑟 )

3
, (4.1)

其中修正系数 𝛿𝜛 是

𝛿𝜛 ≡ 𝜁
[

75
256

1
𝜈 𝜒1𝜒2 − 603

3584 (
𝑚2

𝑚2
1

𝜒2
1 + 𝑚2

𝑚2
2

𝜒2
2 )]

. (4.2)

其中 𝜒𝐴 = 𝑆𝑧
𝐴/𝑚2

𝐴 是黑洞的无量纲自旋。𝜒1𝜒2 一项来自与标量场的耦合，𝜒2
1 和

𝜒2
2 两项来自于自旋四极矩与外场的耦合。另一个守恒量——轨道角动量则由方

程 (3.49) 给出，dCS 不贡献任何修正 [157]。

角动量守恒决定了自旋平行双星系统被限制在轨道平面内运动。因此采用

极坐标——径向坐标 𝑟 和方位角坐标 𝜙——描述系统的运动会更加方便。在波源
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参考系中定义双星的相对位置矢量为 𝒏̂ = (cos𝜙, sin𝜙, 0)，方向为从黑洞 1 指向

黑洞 2。在轨道平面上与 𝒏̂ 正交的基矢为 ̂𝝀 = (− sin𝜙, cos𝜙, 0)。所以相对速度矢

量 𝒗 可以由极坐标写为 𝒗 = ̇𝑟𝒏̂ + 𝑟 ̇𝜙 ̂𝝀，其中 ̇代表时间导数。结合守恒量 (3.44,

3.49)，我们可以重新给出一组只包含一阶导数的运动方程，分别是

̇𝑟2 = 2𝜀 + 2𝛾 − 𝑗2𝛾2 + 2
3𝛿𝜛𝛾3, 和 𝑚 ̇𝜙 = 𝑗𝛾2, (4.3)

其中 𝛾 ≡ 𝑚/𝑟 和 𝑚𝑗 ≡ ℎ = |𝒉|。径向方程可通过积分

𝑡 − 𝑡0 = ±𝑚
𝑗 ∫

(1 + 2
3

𝛿𝜛
𝑗4 ) + 1

3
𝛿𝜛
𝑗2 𝛾

𝛾2√(𝛾+ − 𝛾)(𝛾 − 𝛾−)
d𝛾 = ± ∫ 𝑇 (𝛾)d𝛾. (4.4)

求解得到。在方程 (4.4) 中，𝛾± 定义为双星系统的近心点和远心点，可以微扰地

解出

𝛾± = 1 ± √1 + 2𝑗2𝜀
𝑗2 [

1 ± 1
3

𝛿𝜛
𝑗4

(1 ± √1 + 2𝑗2𝜀)2

√1 + 2𝑗2𝜀 ]
. (4.5)

𝑡0 是一个积分常数，代表天体首次经过近心点的时间。

相似地，角向运动方程的解也具有类似的形式

𝜙 − 𝜙0 = ± ∫
(1 + 2

3
𝛿𝜛
𝑗4 ) + 1

3
𝛿𝜛
𝑗2 𝛾

√(𝛾+ − 𝛾)(𝛾 − 𝛾−)
d𝛾 = ± ∫ 𝛷(𝛾)d𝛾, (4.6)

其中 𝜙0 是另一个积分常数，代表了近心点的初始方位角坐标。

最后，积分 (4.4, 4.6) 中额外的正负号由天体的运动情况确定，当天体从近

心点移动到远心点的过程中，这些积分可以计算为

𝑡 − 𝑡0 = ∫
𝛾+

𝛾
𝑇 (𝛾)d𝛾, and 𝜙 − 𝜙0 = ∫

𝛾+

𝛾
𝛷(𝛾)d𝛾, (4.7)

反之，这些积分是

𝑡 − 𝑡0 = ∫
𝛾

𝛾−
𝑇 (𝛾)d𝛾 + ∫

𝛾+

𝛾−
𝑇 (𝛾)d𝛾, and 𝜙 − 𝜙0 = ∫

𝛾

𝛾−
𝛷(𝛾)d𝛾 + ∫

𝛾+

𝛾−
𝛷(𝛾)d𝛾. (4.8)

在广义相对论极限下 (𝛿𝜛 → 0)，积分 (4.4, 4.6) 给出一个确切的椭圆轨道，由两

个轨道根数描述——偏心率 𝑒 和半长轴 𝑎，此时这两个参数具有确切的几何意义。

轨迹方程写为 𝑟 = 𝑟(𝜙) 是 𝑟 = 𝑎(1 − 𝑒2)/[1 − 𝑒 cos(𝜙 − 𝜙0)]。这一方案称为 Kepler

参数化。然而，当考虑高阶后牛顿修正时，引力相互作用偏离平方反比定律。根

据 Bertrand 定理 [179]，此时轨道不再是一个封闭的椭圆，因此偏心率和半长轴的

定义也不再确切。为解决这一问题，我们采用准开普勒参数化方案，根据近心点

和远心点引入两个新的轨道根数，“径向”偏心率 𝑒𝑟 和“径向”半长轴 𝑎𝑟，定义为

𝑎𝑟 ≡ 2𝑚
𝛾+𝛾−

𝛾+ + 𝛾−
, 和 𝑒𝑟 ≡

𝛾+ − 𝛾−
𝛾+ + 𝛾−

, (4.9)
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双星轨道方程参数化为

𝛾 = 𝜉
1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢, 和 𝜉 = 𝑚

𝑎𝑟
. (4.10)

其中 𝑢 是偏近点角，与真近点角 𝑉 ≡ 𝜙 − 𝜙0 由以下几何关系关联起来，

cos𝑉 = cos 𝑢 − 𝑒𝑟
1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢, 和 sin𝑉 =

√1 − 𝑒2
𝑟 sin 𝑢

1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢 , (4.11)

或

𝑉 ≡ 2 arctan
⎡⎢⎢⎣√

1 + 𝑒𝑟
1 − 𝑒𝑟

tan(
𝑢
2)

⎤⎥⎥⎦
. (4.12)

当假定偏心率 𝑒𝑟 为零时，相对距离 𝑟 约化为一个常数，于是偏心轨道退化为一

个圆轨道。偏近点角和真近点角之间的关系如图 (4.1) 所示。

! "#

$

%&

图 4.1 偏近点角和真近点角的几何关系示意图。

利用方程 (4.5)，可以将轨道根数 (4.9) 用守恒能量和角动量表示为

𝜉 = −2𝜀 (1 − 2
3𝛿𝜛 𝜀

𝑗2 ) , 和 𝑒𝑟 = √1 + 2𝑗2𝜀 (1 − 4
3𝛿𝜛 𝜀

𝑗2
1 + 𝑗2𝜀
1 + 2𝑗2𝜀) . (4.13)

需要说明的是，此时双星的轨道不再是椭圆，因此所谓的“径向”偏心率和“径向”

半长轴等参数的几何意义是模糊的。它们只应当被理解为两个与守恒能量和角

动量相关的参数。相反地，守恒能量和角动量也可以用轨道根数表出，分别是

𝜀 = −𝜉
2 (1 − 1

3𝛿𝜛 𝜉2

1 − 𝑒2
𝑟 ) , (4.14)
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和

𝑗 =
√1 − 𝑒2

𝑟

√𝜉 [
1 + 1

6𝛿𝜛 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2
(3 + 𝑒2

𝑟 )
]

. (4.15)

参数化的时间和方位角积分 (4.4, 4.6) 分别是

𝑡 = 𝑚
𝑗

√1 − 𝑒2
𝑟

𝜉2 ∫
𝑢

0 [− (1 + 2
3

𝛿𝜛
𝑗4 ) (1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢) − 1

3
𝛿𝜛
𝑗2 𝜉] d𝑢

= 𝑚
𝑗

√1 − 𝑒2
𝑟

𝜉2 {[(1 + 2
3

𝛿𝜛
𝑗4 ) + 1

3
𝛿𝜛
𝑗2 𝜉] 𝑢 − (1 + 2

3
𝛿𝜛
𝑗4 ) 𝑒𝑟 sin 𝑢} ,

(4.16)

𝜙 = √1 − 𝑒2
𝑟 ∫

𝑢

0

1
(1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢)2 [− (1 + 2

3
𝛿𝜛
𝑗4 ) (1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢) − 1

3
𝛿𝜛
𝑗2 𝜉] d𝑢

= [(1 + 2
3

𝛿𝜛
𝑗4 ) + 1

3
𝛿𝜛
𝑗2 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )] 𝑉 + 𝑒𝑟 [
1
3

𝛿𝜛
𝑗2 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )] sin𝑉 .
(4.17)

不失一般性，积分常数 𝑡0 和 𝜙0 已经被取为零。从上述两个积分结果中，我们可

以提取出两个重要的参数，时间周期和方位角周期，分别由时间积分和方位角积

分在第一次回到近心点时的取值确定，即

𝑇 ≡ 𝑡(𝑢 = 2𝜋) = 2𝜋𝑚(−2𝜀)−3/2, (4.18)

𝐾 ≡ 𝜙(𝑢 = 2𝜋) = 2𝜋 (1 + 𝛿𝜛
𝑗4 ) , (4.19)

Newton 阶的双星轨道是标准的椭圆，因此天体可以在一个时间周期内精确地回

到近心点处，完成一个方位角周期。然而，在高阶后牛顿近似中，双星运动的时

间周期和方位角周期不再相等，呈现出双周期结构 [38­39]。一个时间周期内，天

体的方位角运动超过了 2𝜋，而多余部分则构成了近心点的进动 [91,180­183]。

至此，我们可以对自旋平行双星系统运动方程的准开普勒参数化解进行总

结，并将最终结果——时间和方位角——用偏近点角完全表示出来。它们分别是

2𝜋
𝑇 𝑡(𝑢) = 𝑢 − 𝑒𝑡 sin 𝑢, (4.20)

和

2𝜋
𝐾 𝜙(𝑢) = 2 arctan

⎡⎢⎢⎣√
1 + 𝑒𝜙
1 − 𝑒𝜙

tan(
𝑢
2)

⎤⎥⎥⎦
, (4.21)

方程 (4.20)一般被称为修正的 Kepler方程。结合径向运动 𝑟 = 𝑎𝑟(1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢)，我

们完成了对参数化的讨论。在最终结果 (4.20) 和 (4.21) 中，我们引入了时间偏心

率 𝑒𝑡 和方位角偏心率 𝑒𝜙 以化简复杂的表达式。它们不是独立的新的参数，而是

与守恒量之间按如下方程关联在一起，

𝑒𝑡 = 𝑒𝑟 (1 + 2
3𝛿𝜛 𝜀

𝑗2 ) , 和 𝑒𝜙 = 𝑒𝑟 (1 − 2
3𝛿𝜛 𝜀

𝑗2 ) . (4.22)
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同时，我们也可以将它们用径向轨道根数 𝑒𝑟 和 𝑎𝑟 表示出来，即

𝑒𝑡 = 𝑒𝑟 (1 − 1
3𝛿𝜛 𝜉2

1 − 𝑒2
𝑟 ) , 和 𝑒𝜙 = 𝑒𝑟 (1 + 1

3𝛿𝜛 𝜉2

1 − 𝑒2
𝑟 ) . (4.23)

此外，时间和方位角周期也可以用径向根数 𝑒𝑟 和 𝜉 表出，

𝑇 = 2𝜋 𝑚
𝜉3/2 (1 + 1

2𝛿𝜛 𝜉2

1 − 𝑒2
𝑟 ) , 和 𝐾 = 2𝜋

[
1 + 𝛿𝜛 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

]
. (4.24)

𝜉 是可以表征后牛顿展开阶次的参数之一，一个 𝑛PN 修正项包含一个 𝜉𝑛 因子。

我们可以再次发现，dCS 理论对双黑洞动力学产生 2PN 修正。

从方位角周期中可以定义一个有用的物理量——进动率，

𝛽 ≡ 𝐾
2𝜋 − 1 = 𝛿𝜛 𝜉2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2

. (4.25)

旋近天体在经过一个周期的运动后，轨道近心点相对于上一周期会向前移动角

度 2𝜋𝛽。在广义相对论的 1PN 近似中也可以预言相似的结果。该结果由 Einstein

给出并成功解释了水星近日点的残余进动 [7,91]。在 dCS 理论中，该进动率会在

2PN阶次出现一个新的修正。另一个重要事实是，进动率在取偏心率为零时不会

回到零，即近心点进动即使在圆轨道情形下仍会存在。这显然是非物理的。这根

源于近心点的定义在圆轨道情形下失效。在后续推导中，这一反常可以通过定义

轨道频率 𝛺

𝛺 ≡ 𝐾
𝑇 = 𝜉3/2

𝑚 [
1 + 𝛿𝜛

2 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2
(1 + 𝑒2

𝑟 )
]

, (4.26)

或对应无量纲量

𝑥 ≡ (𝑚𝛺)2/3, (4.27)

加以消除。𝜉, 𝑥 是两个可以用于表征后牛顿展开阶次的物理量，𝑛PN 修正项一般

携带 𝜉𝑛 因子或 𝑥𝑛 因子。半长轴和轨道频率之间的关系称为 Kepler第三定律。在

dCS 理论中，包含主导阶后牛顿修正的第三定律写为

𝜉 = 𝑥
[

1 − 𝛿𝜛
3 (

𝑥
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

(1 + 𝑒2
𝑟 )

]
, (4.28)

这一关系将被频繁地应用于后续推导当中。

最后，作为后续推导计算的准备，我们将径向坐标和方位角坐标时间导数的

参数化展示于此，它们分别是

̇𝑟 = √𝜉 𝑒𝑟 sin 𝑢
1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢 [

1 − 1
6𝛿𝜛 𝜉2(3 − 𝑒𝑟 cos 𝑢)

(1 − 𝑒2
𝑟 )(1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢)]

, (4.29)

̇𝜙 = 𝜉3/2

𝑚
√1 − 𝑒2

𝑟

(1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢)2 [
1 + 1

6𝛿𝜛 𝜉2(3 + 𝑒2
𝑟 )

(1 − 𝑒2
𝑟 )2 ]

. (4.30)
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4.2 引力波极化
我们在本节中解决一个关键问题——在 dCS 理论中引力波是否存在额外极

化模式？我们首先对 Newman­Penrose (NP) 标架进行简要介绍，作为研究引力波

极化的主要工具。不失一般性地，我们对圆轨道极限下双黑洞系统辐射引力波的

极化模式进行计算。最终我们发现，引力波在 dCS 理论中仍然只具有 + 和 × 两

个极化模式 [99]。同时我们将说明，在不考虑宇宙膨胀的情况下，远场区域的引

力波不会呈现出宇称破缺现象。

4.2.1 Newman­Penrose标架和引力波极化

NP 标架是指一组由类光基矢构成的标架。设标架的四条腿为 [99,184]

𝒆(𝑎) ≡ (𝒍, 𝒒, 𝒎, 𝒎̄),

其中 𝒎̄ 是 𝒎 的复共轭。在直角系 {𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧} 中，𝒍, 𝒒, 𝒎 的定义是

𝒍 = 1
√2

(1, 0, 0, 1), 𝒒 = 1
√2

(1, 0, 0, −1), 和 𝒎 = 1
√2

(0, 1, 𝑖, 0). (4.31)

这些基矢之间满足正交关系 𝒍 ⋅ 𝒍 = 𝒒 ⋅𝒒 = 𝒎⋅𝒎 = 𝒎̄⋅𝒎̄ = 0 和 𝒍 ⋅𝒒 = −1、𝒎⋅𝒎̄ = 1。
平直时空度规可以由类光标架表示为 𝜂𝜇𝜈 = −𝑙𝜇𝑞𝜈 − 𝑞𝜇𝑙𝜈 + 𝑚𝜇𝑚̄𝜈 + 𝑚̄𝜇𝑚𝜈。将该

方程投影到类光标架 𝒆(𝑎)，得到 NP 形式下的平直度规 [184]，

𝜂(𝑎)(𝑏) ≡ 𝑒𝜇
(𝑎)𝑒

𝜈
(𝑏)𝜂𝜇𝜈 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (4.32)

我们使用 𝜂𝜇𝜈 和 𝜂𝜇𝜈 升降坐标指标，用 𝜂(𝑎)(𝑏) 和 𝜂(𝑎)(𝑏) 升降标架指标。任意张量

都可以投影到类光标架上，例如对 Riemann 张量，有

𝑅(𝑎)(𝑏)(𝑐)(𝑑) = 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜆𝑒𝜇
(𝑎)𝑒

𝜈
(𝑏)𝑒

𝜌
(𝑐)𝑒

𝜆
(𝑑). (4.33)

在 NP 形式中，我们通常采用 10 个 Ricci 标量 (𝛷𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2) 和 𝛬) 和 5 个复

的 Weyl 标量 (𝛹0, ⋯ , 𝛹4) 来描述弯曲时空。本文中，我们用到其中四个，它们在

真空场中的定义为

𝛹2 = 1
6𝑅(2)(1)(2)(1), 𝛹3 = 1

2𝑅(2)(1)(2)(4),

𝛹4 = 𝑅(2)(4)(2)(4), 𝛷22 = 𝑅(2)(4)(2)(3),
(4.34)

这些量都是标量，不依赖于坐标选择，且在平直时空背景下都是规范不变量。
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另一方面我们考察引力波的观测效应。考虑距离相近的两个试探粒子，其空

间间距记做偏离矢量 𝜉𝑗，在引力场作用下满足测地偏离方程 [91]

d2𝜉𝑖
d𝑡2 = −𝑅0𝑖0𝑗𝜉𝑗 , (4.35)

当引力波通过时，𝜉𝑗 会受到潮汐作用而发生相应变化。矩阵 𝑅0𝑖0𝑗 有六个独立

分量，这说明引力波至多存在六种不同的观测效应，这对应了引力波可能存在

的全部六种独立极化模式。在广义相对论中，通过施加 TT 规范，我们可以发现

𝑅0𝑖0𝑗 只有两个独立分量非零，这对应了引力波的两个自由度，即 + 模和 × 模。

而在修改引力中，引力波的自由度数量可能超过 2，因此不能任意地使用 TT 规

范。而 NP 标量是一组规范不变量，且与引力波观测效应直接关联，因此成为

研究修改引力下引力波极化模式的有力工具。利用 Ricci 标量 𝛷22 和 Weyl 标量

{𝛹2, 𝛹3, 𝛹4}，𝑅0𝑖0𝑗 的各个分量写为

𝑅0𝑖0𝑗 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1
2(𝛷22 + Re𝛹4) −1

2Im𝛹4 2Re𝛹3

−1
2Im𝛹4

1
2(𝛷22 − Re𝛹4) −2Im𝛹3

2Re𝛹3 −2Im𝛹3 6𝛹2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (4.36)

“Re”和 “Im”代表了物理量的实部和虚部。另一方面，极化模式可以按照Riemann

张量 (4.35) 的各个分量定义为如下形式，

𝑅0𝑖0𝑗 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝐻̈𝑏 + 𝐻̈+ 𝐻̈× 𝐻̈𝑥

𝐻̈× 𝐻̈𝑏 − 𝐻̈+ 𝐻̈𝑦

𝐻̈𝑥 𝐻̈𝑦 𝐻̈𝐿

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (4.37)

在方程 (4.37) 中，𝐻+ 和 𝐻× 代表引力波的 + 模和 × 模，也是广义相对论中引力

波仅有的两种极化模式，它们都代表了自旋为 2的张量自由度。其余的四个额外

极化模式包含两个标量模式——呼吸模 𝐻𝑏 和纵向模 𝐻𝐿，和两个矢量模式——

𝑥 模式 𝐻𝑥 和 𝑦 模式 𝐻𝑦
[185]。六种极化模式的观测效应如图 (4.2) 所示。

4.2.2 圆轨道双星辐射过程中的引力波极化

简单但不失一般性地，我们在圆轨道双黑洞系统中考察引力波的极化。设观

测者在波源参考系中的方位矢量为 N̂ = (0, sin 𝜄, cos 𝜄)，此时 𝜔 可以取为零，因为

圆轨道不存在特殊方向以分辨近心点的初始方位角。此时双黑洞的相对位置和

速度写为 𝒏̂ = (cos𝜙, sin𝜙, 0) 和 𝒗 = 𝛺𝑟(− sin𝜙, cos𝜙, 0)。于是，将运动方程代入

dCS 张量辐射 (3.80) 并变换到传播系中，得到

𝑘̄𝑖𝑗(N̂) = −2𝜇𝑥3

𝑅 𝛿𝜛
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos 2𝜙 cos 𝜄 sin 2𝜙 sin 𝜄 sin 2𝜙
cos 𝜄 sin 2𝜙 − cos2 𝜄 cos 2𝜙 − sin 𝜄 cos 𝜄 cos 2𝜙
sin 𝜄 sin 2𝜙 − sin 𝜄 cos 𝜄 cos 2𝜙 − sin2 𝜄 cos 2𝜙

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (4.38)
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图 4.2 引力波六种可能的极化模式，从上到下、从左到右依次代表 + 模式、× 模式、呼吸
模式、矢量 𝑥 模式、矢量 𝑦 模式和纵向模式。上面三张图右上角的 ⊙ 代表引力波垂直纸面
向外传播，下面三张图右上角的 → 代表引力波向右传播。

这里 𝜙 的含义略有不同，由于推迟效应的存在，它代表了在推迟时间 𝑡𝑟 处的轨

道相位，即 𝜙(𝑡) ≡ 𝛺𝑡𝑟 = 𝛺(𝑡 − 𝑅)。其中若干常数项已经略去，因为它们不呈现

震荡效应，对引力辐射的能流没有贡献。对应地，dCS 引力辐射场的时间和时空

分量由 Lorenz 规范 (2.72) 确定，分别是

𝑘̄0𝑖 = ∫ d𝑡(∂𝑗 𝑘̄𝑗𝑖) = −𝑘̄𝑧𝑖, 和 𝑘̄00 = ∫ d𝑡(∂𝑗 𝑘̄𝑗0) = −𝑘̄𝑧0 = 𝑘̄𝑧𝑧. (4.39)

我们将 dCS 修正部分的 Ricci 标量和 Weyl 标量标记为 𝛿𝛹2、𝛿𝛹3、𝛿𝛹4 和 𝛿𝛷22。

计算表明，非零量只有

𝑘+−𝑖𝑘× = 1
2 ∫ d𝑡 ∫ d𝑡′𝛿𝛹4 = −2𝜇𝑥3

𝑅 𝛿𝜛 (
1 + cos2 𝜄

2 cos 2𝜙 − 𝑖 cos 𝜄 sin 2𝜙) . (4.40)

同时，其他 NP 标量为零，𝛿𝛹2 = 𝛿𝛹3 = 𝛿𝛷22 = 0。这一结果意味着 dCS 理论中

引力波不存在额外的极化模式，且这一结论与 [99]一致。

尽管 dCS 理论引入了一个新的标量自由度，但是引力辐射中却并没有呈现

出对应的标量极化模式。主要原因有二。首先 dCS理论是一个二次理论，在作用

量中，标量场与 Riemann 张量的平方相互耦合，这就导致了线性阶次的标量场

和度规场是相互独立的。因此引力辐射中没有受到标量场的激发而产生呼吸模

式。与之相对应的是 Brans­Dicke 理论。作为一个一次理论，Brans­Dicke 标量场

与 Ricci 张量直接耦合，最终导致了呼吸模式的出现 [168]。同时，注意到 Cotton

张量是无迹的，这导致了线性化度规场方程不存在一个等效质量项，即 dCS 理
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论是一个无质量引力理论，从而也就不会导致纵向模式的出现。与之相对应的是

𝑓(𝑅) 引力理论。𝑓(𝑅) 理论中引力场方程的迹具有 (□2
𝑔 − 𝑚2

𝑔)𝑅 = 0 的形式，𝑚𝑔 为

𝑓(𝑅) 引力的等效质量。这意味着该理论中引力波传播满足有质量波动方程，是

一个有质量引力理论，并最终导致了纵向模式的出现 [186]。尽管本节所展示的仅

仅是精确到 2PN、准圆轨道近似下引力波的极化模式，但是因为我们对该结果

的分析基于 dCS 理论的作用量，所以“不存在额外极化模式”的结论是一般性的，

不依赖于后牛顿展开，也不依赖于双星轨道的形状。在后续的计算中，我们可以

放心地使用 TT 规范来提取 dCS 引力波的极化模式。

正如方程 (4.40)所示，dCS理论中的两个极化模式在远场区域是对称地产生

的，没有呈现出宇称破缺效应。这是由于我们只关注波动区域内引力场在短时标

内的行为，而这一时标远远地小于宇宙膨胀时标，因此可以忽略宇宙膨胀和标量

场真空期望值演化对该过程的影响。在第2.2节中，我们已经在宇宙学背景时空

下讨论了引力波的传播过程，标量场背景会诱导速度双折射现象，是宇称破缺的

主要表现形式。

4.3 自旋平行双黑洞系统在做一般平面轨道运动时的引力波形
本节我们计算自旋平行双黑洞系统在做一般平面运动时的引力辐射。在波

源参考系中，探测器方向记做单位矢量 N̂ = (sin 𝜄 sin𝜔, sin 𝜄 cos𝜔, cos 𝜄)。双星的

相对位置矢量和相对速度矢量是 𝒏̂ = (cos𝜙, sin𝜙, 0)、 ̂𝝀 = (− sin𝜙, cos𝜙, 0) 和

𝒗 = ̇𝑟𝒏̂ + 𝑟 ̇𝜙 ̂𝝀。根据轨道运动的准开普勒参数化解 (4.21)，方位角 𝜙 应当表述为

真近点角 𝑉 的函数，

𝜙 ≃ (1 + 𝛽)𝑉 + 1
3𝛿𝜛 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

𝑒𝑟 sin𝑉 , (4.41)

其中 𝛽 是进动率 (4.25)，与 𝛿𝜛 都是正比于耦合常数 𝜁 的小量。精确到 𝜁 的线性

阶可以得到

sin𝜙 = sin(1 + 𝛽)𝑉 + 1
3𝛿𝜛 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

𝑒𝑟 cos(1 + 𝛽)𝑉 sin𝑉 , (4.42a)

cos𝜙 = cos(1 + 𝛽)𝑉 − 1
3𝛿𝜛 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

𝑒𝑟 sin(1 + 𝛽)𝑉 sin𝑉 . (4.42b)

需要注意的是，因为角度值 𝑉 是随着时间流逝而逐渐增大的，所以 𝛽𝑉 不能看

做小量，也就不能进行 Taylor 展开。但是 sin𝑉 和 cos𝑉 是一个绝对值小于 1 的

变数，𝛿𝜛 sin𝑉 和 𝛿𝜛 cos𝑉 可以被看做小量进行 Taylor 展开。

这里可以再次展示出 2PN 近似下双黑洞运动中的双周期结构。第一个周期

由 sin(1 + 𝛽)𝑉 和 cos(1 + 𝛽)𝑉 给出。在这样一个周期内，天体的方位角经过 2𝜋。

第二个周期由 sin𝑉 和 cos𝑉 给出。在经过这样一个周期后天体回到近心点。
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1. 标量辐射
在第3.4节的讨论中，我们已经给出了标量辐射的一般表达式 (3.61)。在自旋

平行情况下，我们有 𝒏̂ ⋅ ̃𝜟 = 0。将参数化解 (4.20, 4.21) 代入 (3.61) 中，得到

𝜗 = −2𝑚𝜈
𝑅

5
16

𝛼
𝛽𝑚2

𝜉2

𝜈
(1 + 𝑒𝑟 cos𝑉 )2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2

̃𝛥 sin 𝜄 cos 𝜄 sin(𝑉 + 𝜔). (4.43)

其中 ̃𝛥 ≡ | ̃𝜟|。这样，我们就把标量辐射波形写成了关于真近点角 𝑉 和空间坐标

(𝑅, 𝜄, 𝜔) 的函数。

2. 引力辐射
在自旋平行假设下，引力波形的一般表达式 (3.80) 可以简化为

𝛿𝜉𝑖𝑗 = −2𝛿𝜛𝛾3 ̂𝑛𝑖 ̂𝑛𝑗 . (4.44)

将 𝒏̂ 代入 (3.65, 4.44)，得到 0PN 波形和 dCS 修正分别为

𝜉(0)
11 = 2 [( ̇𝑟 cos𝜙 − 𝑟 ̇𝜙 sin𝜙)2 − 𝑚

𝑟 cos2 𝜙] , (4.45a)

𝜉(0)
12 = 2 [( ̇𝑟 sin𝜙 + 𝑟 ̇𝜙 cos𝜙)( ̇𝑟 cos𝜙 − 𝑟 ̇𝜙 sin𝜙) − 𝑚

𝑟 sin𝜙 cos𝜙] , (4.45b)

𝜉(0)
22 = 2 [( ̇𝑟 sin𝜙 + 𝑟 ̇𝜙 cos𝜙)2 − 𝑚

𝑟 sin2 𝜙] , (4.45c)

和

𝛿𝜉𝑖𝑗 = −𝛿𝜛𝛾3
(

2 cos2 𝜙 2 sin𝜙 cos𝜙
2 sin𝜙 cos𝜙 2 sin2 𝜙 )

. (4.46)

基于第4.2节对引力波极化模式的讨论，我们知道在 dCS 理论中仍然可以使用

TT 规范消除引力辐射中的残余自由度。定义 TT 规范投影算符为 ̂𝛬𝑖𝑗,𝑘𝑙(N̂) ≡
𝛱𝑖𝑘𝛱𝑗𝑙 − (1/2)𝛱𝑖𝑗𝛱𝑘𝑙，其中 𝛱𝑖𝑗 ≡ 𝛿𝑖𝑗 − 𝑁̂𝑖𝑁̂𝑗。将 𝜉𝑖𝑗 从波源参考系变换到传播

系，并作用 TT 算符 ̂𝛬𝑖𝑗,𝑘𝑙，从而得到 TT 规范下的引力波形，记做 𝜉TT𝑖𝑗 。于是引

力波的 + 模和 × 模分别写为

𝜉+ ≡ 𝜉TT11 = 𝜉(0)
+ + 𝛿𝜉+ 和 𝜉× ≡ 𝜉TT12 = 𝜉(0)

× + 𝛿𝜉×, (4.47)

其中

𝜉(0)
+ = [( ̇𝑟2 − 𝑟2 ̇𝜙2 − 𝛾) cos(2𝜔) − 2𝑟 ̇𝑟 ̇𝜙 sin(2𝜔)]

1 + cos2 𝜄
2 cos(2𝜙)

+ [− ( ̇𝑟2 − 𝑟2 ̇𝜙2 − 𝛾) sin(2𝜔) − 2𝑟 ̇𝑟 ̇𝜙 cos(2𝜔)]
1 + cos2 𝜄

2 sin(2𝜙)

+ 1
2 sin2 𝜄 [( ̇𝑟2 + 𝑟2 ̇𝜙2) − 𝛾] ,

(4.48a)

𝜉(0)
× = [sin(2𝜔) ( ̇𝑟2 − 𝑟2 ̇𝜙2 − 𝛾) + 2𝑟 ̇𝑟 ̇𝜙 cos(2𝜔)] cos 𝜄 cos(2𝜙)

+ [cos(2𝜔) ( ̇𝑟2 − 𝑟2 ̇𝜙2 − 𝛾) − 2𝑟 ̇𝑟 ̇𝜙 sin(2𝜔)] cos 𝜄 sin(2𝜙),
(4.48b)
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𝛿𝜉+ = −𝛿𝜛𝛾3
[

1 + cos2 𝜄
2 + sin2 𝜄

2 cos(2𝜙 + 2𝜔)] , (4.49a)

𝛿𝜉× = −𝛿𝜛𝛾3 cos 𝜄 sin(2𝜙 + 2𝜔). (4.49b)

将准开普勒参数化解——方程 (4.10, 4.20, 4.21, 4.29, 4.30) 代入波形 (4.48, 4.49)，

并表示为真近点角 𝑉 的函数，

𝜉(0)
+ = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟

{−1
2𝑒2

𝑟 [(1 + cos2 𝜄) cos(2𝛽𝑉 + 2𝜔) − sin2 𝜄]

− 5
4𝑒𝑟(1 + cos2 𝜄) cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔] cos𝑉 + 1

2𝑒𝑟 sin
2 𝜄 cos𝑉

−(1 + cos2 𝜄) cos[(2 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔] − 1
4𝑒𝑟(1 + cos2 𝜄) cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]} ,

(4.50a)

𝜉(0)
× = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟

{−𝑒2
𝑟 sin(2𝛽𝑉 + 2𝜔) − 5

2𝑒𝑟 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

−2 sin[(2 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔] − 1
2𝑒𝑟 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]} cos 𝜄,

(4.50b)

𝛿𝜉+ = 𝜉3

(1 − 𝑒2
𝑟 )3

𝛿𝜛 {− 1
12𝑒𝑟(11 + 6𝑒2

𝑟 )(1 + cos2 𝜄) cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

− 1
8𝑒𝑟(4 + 𝑒2

𝑟 ) sin2 𝜄 cos𝑉 + 3
8𝑒3

𝑟 (1 + cos2 𝜄) sin(2𝛽𝑉 + 2𝜔) sin𝑉

− 1
4𝑒2

𝑟 sin
2 𝜄 cos 2𝑉 − 1

4(4 + 7𝑒2
𝑟 )(1 + cos2 𝜄) cos[(2 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

− 1
24𝑒3

𝑟 sin
2 𝜄 cos 3𝑉 − 1

48𝑒𝑟(76 + 13𝑒2
𝑟 )(1 + cos2 𝜄) cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

−13
24𝑒2

𝑟 (1 + cos2 𝜄) cos[(4 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔] − 1
16𝑒3

𝑟 (1 + cos2 𝜄) cos[(5 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]} ,

(4.51a)

𝛿𝜉× = 𝜉3

(1 − 𝑒2
𝑟 )3

𝛿𝜛 {−1
6𝑒𝑟(11 + 6𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

− 3
4𝑒3

𝑟 cos 𝜄 cos(2𝛽𝑉 + 2𝜔) sin𝑉 − 1
2(4 + 7𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin[(2 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

− 1
24𝑒𝑟(76 + 13𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔] − 13
12𝑒2

𝑟 cos 𝜄 sin[(4 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]

−1
8𝑒3

𝑟 cos 𝜄 sin[(5 + 2𝛽)𝑉 + 2𝜔]} .

(4.51b)

当取 𝑒𝑟 = 0 和 𝜔 = 0 时，上述波形回到圆轨道情形，

𝜉(0)
+ = −𝜉(1 + cos2 𝜄) cos(2 + 2𝛽)𝑉 = −𝜉(1 + cos2 𝜄) cos 2𝜙, (4.52a)

𝜉(0)
× = −2𝜉 cos 𝜄 sin(2 + 2𝛽)𝑉 = −2𝜉 cos 𝜄 sin 2𝜙, (4.52b)
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𝛿𝜉+ = −𝛿𝜛𝜉3(1 + cos2 𝜄) cos(2 + 2𝛽)𝑉 = −𝛿𝜛𝜉3(1 + cos2 𝜄) cos 2𝜙 (4.53a)

𝛿𝜉× = −2𝛿𝜛𝜉3 cos 𝜄 sin(2 + 2𝛽)𝑉 = −2𝛿𝜛𝜉3 cos 𝜄 sin 2𝜙, (4.53b)

可以看到，相比于圆轨道波形，椭圆轨道波形具有更复杂的频谱结构。在圆

轨道中，引力辐射的频率总为轨道频率 𝛺 的两倍，相位总以 2𝑉 的形式出现。而

在椭圆轨道中，相位在 Newton 阶以 {𝑉 , 2𝑉 , 3𝑉 } 等形式出现，而在 dCS 修正中

则以 {𝑉 , 2𝑉 , 3𝑉 , 4𝑉 , 5𝑉 } 出现。此外，波形除了按照上述相位演化外，还受到

近心点进动效应的低频调制，且由于近心点在圆轨道中的病态定义，该效应在

𝑒𝑟 = 0 时不会消失。因此在方程 (4.52, 4.53) 中，需要通过代换 (1 + 𝛽)𝑉 → 𝜙 完

成最后的计算。

4.4 辐射反作用
作为一种物质和可观测效应，引力波在离开波源系统时带走了能量和角动

量。在守恒定律的支配下，引力波携带的能量和角动量，必然等于波源系统能量

和角动量的损失。也可以等效地理解为，引力波对波源造成一个反向的力和力

矩 [187]，导致双星除了稳定、规律的周期性旋近外，还存在一个非周期性的长时

标演化。这一过程通常被称为轨道衰减。其基本特征是：(1) 双星的轨道频率升

高，双星间距减小，当双星间距突破弱场的范围后，后牛顿近似失效，对双星动力

学和辐射的描述进入数值相对论的研究范畴，最终导致二者的并合 [30]。(2) 系统

的偏心率随着引力辐射减小，轨道发生圆化 (circularization) [140­141]。因此，轨道

衰减的存在也成为引力波存在的间接证据。Hulse 和 Taylor 通过对 PSR1913+16

的长期观测，确定了其周期导数的长时标演化 [14,188]。如图 (4.3) 该观测结果与

广义相对论的预言一致，这也使得他们获得 1993 年度诺贝尔物理学奖。

在 dCS 引力中，不仅引力波形发生了改变，同时还有标量辐射的存在。这

些修正都将影响双星系统的轨道衰减，并最终体现在引力波信号或脉冲双星的

计时信号中。在本节中，我们对这一效应进行讨论。

4.4.1 能流

1. 广义相对论中引力波的能动张量
引力波能动张量的定义不是一个容易的任务。引力波在平直时空背景中的

定义是明确的——任何不属于平直度规的扰动均可定义为引力波，但是，如果同

时考虑引力波的能量，它同样会贡献到引力场方程的右侧，从而造成时空的弯

70



第 4 章 dCS 引力下的双黑洞系统：自旋平行情形

图 4.3 Hulse­Taylor脉冲双星轨道衰减的长期观测，该图引自 [188]。横轴代表观测年份，纵
轴是经过近心点时间的累积移动。图中的点代表了观测数据，曲线代表了广义相对论的理
论预言，与观测相一致。

曲。这意味着我们必须在弯曲的、动力学的背景时空上定义扰动为

𝑔𝜇𝜈(𝑥) = 𝑔(B)
𝜇𝜈 (𝑥) + ℎ𝜇𝜈(𝑥). (4.54)

随之带来的是另外一个严重的问题——背景和扰动都是随时间和空间变化的，如

何明确地将它们区分开来？此时引力扰动和背景的物理本质并无不同，我们缺乏

一个明确的界限对二者进行分离，就像我们无法严格地判定一滴水究竟是属于

海洋上的波浪还是海洋的本底一样。

一种经典的区分方式是由文献 [189­190]提出的，其中假定了引力场背景的特

征尺度 ℛ 远远超过引力扰动的特征波长 𝜆，𝜆 ≪ ℛ。在此基础上，我们可以通过

构造高频成分的传播方程来解决引力波的定义问题，通过对低频成分的处理来

确定引力波对背景的作用以及引力波能动张量的定义。这一方案称为短波近似。

从背景度规附近对引力场方程进行展开

𝑮 = 𝑮(B) + 𝑮(1)(𝒉) + 𝑮(2)(𝒉, 𝒉) + ⋯ , (4.55)

其中 𝑮(B) 仅由背景度规确定，只描述了低频长波模式，𝑮(1) 只含有 𝒉 的线性项，

因此只描述高频短波模；而 𝑮(2) 包含 𝒉 的二次项，因此既包含了低频长波模也

包含了高频短波模。因此引力场方程可以分为高频和低频两个部分

𝑮(B) = − [𝑮(2)]
(Low) + 8𝜋𝑻 (Low)

(𝑚) , (4.56a)

𝑮(1) = − [𝑮(2)]
(High) + 8𝜋𝑻 (High)

(𝑚) . (4.56b)
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方程 (4.56b) 描述了线性引力波的产生和传播，(4.56a) 则描述了引力波对背景时

空的反作用。在短波近似的框架下，引力波的能量仅在平均化意义上影响背景时

空的曲率。选择一个恰当的尺度 ̃𝜆，满足 𝜆 ≪ ̃𝜆 ≪ ℛ，在 ̃𝜆 尺度下对引力场方程

两边平均化。高频短波运动足够多次周期，平均化后取零；而低频长波在此尺度

下几乎不呈现变化，因此平均化后取为一个非零常数，于是，⟨𝑮(2)⟩ = [𝑮(2)]
(Low)

，

⟨𝑻(𝑚)⟩ = 𝑻 (Low)
(𝑚) 。描述背景曲率的运动方程写为

𝑮(B) = − ⟨𝑮(2)⟩ + 8𝜋 ⟨𝑻(𝑚)⟩ , (4.57)

其中 ⟨⋯⟩ 代表对多个短波波长平均。显然 ⟨𝑮(2)⟩ 承担了能动张量的角色，因此

将引力波的能动张量定义为

𝑇 (GW)
𝜇𝜈 = 1

8𝜋 ⟨𝐺(2)
𝜇𝜈 ⟩ , (4.58)

该定义自动满足 Bianchi 恒等式 ∇̄𝜇𝑇 𝜇𝜈
(GW) = 0。取背景时空为平直时空，将二阶

扰动对应的 Einstein 张量代入，并考虑到扰动 𝒉 符合 Lorenz 和无迹规范，得到

𝑇 (GW)
𝜇𝜈 = 1

16𝜋 ⟨𝛬(2)
𝜇𝜈 ⟩ = 1

32𝜋 ⟨(∂𝜇ℎ𝛼𝛽)(∂𝜈ℎ𝛼𝛽)⟩ , (4.59)

其中 ̃𝛬(2)
𝜇𝜈 定义在方程 (2.80) 中。

2. dCS引力中的引力波能动张量和能流
在 dCS 修正中讨论引力波的能动张量，只需要将方程 (4.57) 扩展为

𝑮(B) = − ⟨𝑮(2)⟩ − ⟨𝑪 (2)⟩ + 8𝜋 ⟨𝑻(𝑚) + 𝑻(𝜗)⟩ , (4.60)

其中我们也对 C­张量根据不同扰动阶次分解。由于不考虑背景标量场，C­张量

仅包含一阶和二阶扰动，即

𝑪 = 𝑪 (1)(𝜗) + 𝑪 (2)(𝒉, 𝜗) + ⋯ . (4.61)

考虑平直背景时空，代入二阶扰动的 Einstein张量和 C­张量，即可得到修正的能

动张量。其中对 Einstein张量只需将广义相对论结果中的扰动 𝒉 代换为 𝑯，C­张

量的结果展示在方程 (2.86) 中，也就是 𝐶 (2)
𝜇𝜈 = ̃𝐶𝜇𝜈。在计算 Einstein 张量的平均

化时，需要考虑到 TT 规范对总扰动 𝑯 = 𝒉 + 𝒌 仍然适用。在计算 C­张量的平均

化时，需要考虑到 ⟨𝜖𝜌𝜆𝛼𝛽(∂𝛼𝑓)(∂𝜌𝑔)⟩ = − ⟨𝜖𝜌𝜆𝛼𝛽(∂𝜌∂𝛼𝑓)𝑔⟩ = 0，从而可知 C­张量

对引力波能动张量没有贡献，于是能动张量最终写为

𝑇 (GW)
𝜇𝜈 = 1

32𝜋 ⟨(∂𝜇𝐻TT
𝛼𝛽 )(∂𝜈𝐻𝛼𝛽

TT)⟩ . (4.62)

其中 𝐻̄𝛼𝛽
TT 是投影到 TT 规范上的引力波度规张量，由于 TT 规范使得反迹张量与

原张量相同，所以我们去掉了度规符号上方的横线。在无穷远处对辐射场的各个
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方向积分，得到辐射总能量是

ℱ𝑇 = − ∮∂𝛺 ⟨𝑁̂𝑖𝑇
(GW)
0𝑖 ⟩ 𝑅2d𝛺 = 1

32𝜋 𝑅2
[∮∂𝛺

⟨𝐻̇TT
𝑗𝑘 𝐻̇TT

𝑗𝑘 ⟩d𝛺] , (4.63)

但是对带偏心率的双星系统，其辐射场一般被表示为真近点角 𝑉 的函数，而不

是显含时间的函数，因此，方程 (4.63) 中的平均化可以改写为

⟨ ̇𝑓 2⟩ = 1
𝑇 ∫

𝑇

0 (
∂𝑓
∂𝑡 )

2
d𝑡 = 1

𝑇 ∫
2𝜋

0 (
∂𝑓
∂𝑉 )

2 d𝑉
d𝑢

d𝑢
d𝑡 d𝑉 , (4.64)

的形式，其中涉及到的导数可以从方程 (4.12, 4.20) 得到，分别是

d𝑉
d𝑢 = 1 + 𝑒𝑟 cos𝑉

√1 − 𝑒2
𝑟

, (4.65)

和
d𝑡
d𝑢 = 𝑚

𝜉3/2
1 − 𝑒2

𝑟
1 + 𝑒𝑟 cos𝑉 [1 + 𝛿𝜛

6
𝜉2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2

(3 + 2𝑒𝑟 cos𝑉 − 𝑒2
𝑟 )] . (4.66)

将上面两式代入方程 (4.63)，并进行立体角积分后得到

ℱ𝑇 = 32
5

𝜈2𝑥5

(1 − 𝑒2
𝑟 )7/2 [ (1 + 73

24𝑒2
𝑟 + 37

96𝑒4
𝑟 )

+ 𝛿𝜛 (
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

(
4
3 + 449

36 𝑒2
𝑟 + 1195

144 𝑒4
𝑟 + 11

48𝑒6
𝑟 ) ].

(4.67)

第一行中的括号时广义相对论的预言结果，与标准教科书完全一致 [30,91,140]。后

续正比于 𝜉2 的项则是 dCS 修正的部分，处于 2PN 修正阶次。

3. 标量辐射的能流
与引力辐射不同，标量场与背景时空分属不同的物理本质，因此对标量能流

的定义无需引入平均化。但是为了保持计算的一致性，我们仍采用平均化的能流

定义。从方程 (2.8) 出发，标量场的辐射能流是 𝑇 (𝜗)
0𝑖 = 𝛽 ̇𝜗(∂𝑖𝜗) [191]。被标量辐射

携带到时空无穷远处的总能量是能流矢量对无穷大球面通量的积分，

ℱ𝑆 = − ∮∂𝛺 ⟨𝑁̂𝑖𝑇
(𝜗)
0𝑖 ⟩ 𝑅2d𝛺 = 𝛽𝑅2

∮∂𝛺
⟨ ̇𝜗2⟩ d𝛺, (4.68)

代入相应的导数计算，并进行立体角积分后得到

ℱ𝑆 = 32
5

𝜈2𝑥5

(1 − 𝑒2
𝑟 )7/2

25
24576𝛥2

(
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

[1 + 19
2 𝑒2

𝑟 + 69
8 𝑒4

𝑟 + 9
16𝑒6

𝑟 ] (4.69)

其中

𝛥2 ≡ 𝜁
𝜈2

̃𝛥2. (4.70)
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方程 (4.69) 中的因子 32
5

𝜈2𝑥5

(1−𝑒2
𝑟 )7/2 是广义相对论预言辐射能流的主要系数 [30,91]，后

面出现的 𝜉2 因子说明，标量辐射对辐射能流造成 2PN 阶次的修正。

尽管标量辐射不会与张量辐射耦合而影响引力辐射的波形，但是它们所携

带的能量却与引力辐射处在同样的量级，可以通过改变体系的辐射反作用而对

波形产生影响。对这种效应的观测可以作为引力辐射系统中宇称破坏的检验。总

的辐射能流是标量场与引力场的叠加，ℱ = ℱ𝑆 + ℱ𝑇 ，即

ℱ = 32
5

𝜈2𝑥5

(1 − 𝑒2
𝑟 )7/2 { (1 + 73

24𝑒2
𝑟 + 37

96𝑒4
𝑟 )

+ (
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

[ (
25

24576𝛥2 + 4
3𝛿𝜛) + (

475
49152𝛥2 + 449

36 𝛿𝜛) 𝑒2
𝑟

+ (
575

65536𝛥2 + 1195
144 𝛿𝜛) 𝑒4

𝑟 + (
75

131072𝛥2 + 11
48𝛿𝜛) 𝑒6

𝑟 ]}.

(4.71)

4.4.2 角动量流

1. 引力辐射的角动量流
根据 Noether 定理的表述，设对于经典场的一个对称无穷小变换——平移、

转动或推动形式为

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜀𝑎𝐴𝜇
𝑎 (𝑥)

𝜙(𝑥) → 𝜙′(𝑥′) = 𝜙(𝑥) + 𝜀𝑎𝐹𝑎 (𝜙, ∂𝜇𝜙)
(4.72)

如果该变换使得 Lagrange 量不变或至多相差一个散度项，那么物理量

𝑗𝜇
𝑎 = ∂ℒ

∂(∂𝜇𝜙) [𝐴𝜈
𝑎(𝑥)(∂𝜈𝜙) − 𝐹𝑎] − 𝐴𝜇

𝑎 (𝑥)ℒ 和 𝑄𝑎 = ∫ d3𝒙𝑗0
𝑎 (𝑡, 𝒙), (4.73)

分别守恒，即

∂𝜇𝑗𝜇
𝑎 = 0 和 𝑄̇𝑎 = 0. (4.74)

𝑗𝜇
𝑎 和 𝑄𝑎 分别称为该经典场的守恒流和守恒荷。例如平移变换对应了系统能量守

恒，转动变换对应了角动量守恒。这为定义引力波角动量提供了依据。

仿照物质场能动张量的定义 (1.9)，可以写出 TT 规范下引力波的 Lagrange

量

ℒGW = − 1
64𝜋 ⟨(∂𝛼𝐻TT

𝑖𝑗 ) (∂𝛼𝐻 𝑖𝑗
TT)⟩ . (4.75)

施加三维空间的无穷小转动 𝒙 → ℛ ⋅ 𝒙，其中 ℛ = ℐ + 𝝎，ℐ 是三维单位矩阵，𝝎
是无穷小参量。于是

𝑥𝑖 → 𝑥𝑖 + 𝜔𝑗𝑘𝐴𝑖
𝑗𝑘, 𝐴𝑖

𝑗𝑘 = 𝛿𝑖
𝑗𝑥𝑘 − 𝛿𝑖

𝑘𝑥𝑗 . (4.76)

𝐻TT
𝑖𝑗 → 𝐻TT

𝑖𝑗 + 𝜔𝑘𝑙𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙, 𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 𝛿𝑖𝑘𝐻TT
𝑗𝑙 − 𝛿𝑖𝑙𝐻TT

𝑗𝑘 + 𝛿𝑗𝑘𝐻TT
𝑖𝑙 − 𝛿𝑗𝑙𝐻TT

𝑖𝑘 , (4.77)
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从定义 (4.73) 得到对应转动变换的守恒荷是

ℒ𝑘
𝑇 = 1

32𝜋 𝑅2
∫ ⟨𝜏𝑘

𝑇 ⟩ d𝛺, 𝜏𝑘
𝑇 = 𝜖𝑖𝑗𝑘(2𝐻TT

𝑖𝑙 𝐻̇TT
𝑗𝑙 − 𝐻̇TT

𝑙𝑚 𝑥𝑖∂𝑗𝐻TT
𝑙𝑚 ), (4.78)

这就是 dCS 理论中引力波角动量的定义。其中涉及的体积分已经转化为球坐标

下的积分。坐标 𝒙 是场点坐标，定义为 𝒙/𝑅 = N̂。而梯度算符 ∂𝑗 则表示为

∂𝑗 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∂/∂𝑥
∂/∂𝑦
∂/∂𝑧

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

sin 𝜄 sin𝜔 1
𝑅 cos 𝜄 sin𝜔 1

𝑅 csc 𝜄 cos𝜔
sin 𝜄 cos𝜔 1

𝑅 cos 𝜄 cos𝜔 − 1
𝑅 csc 𝜄 sin𝜔

cos 𝜄 − 1
𝑅 sin 𝜄 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∂/∂𝑅
∂/∂𝜄
∂/∂𝜔

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (4.79)

与广义相对论相似，𝜏𝑘
𝑇 的表达式分为两项 (4.78)，其中第二项是引力波轨道

角动量的体现。第一项没有经典意义下的解释，相当于引力波自旋对角动量的贡

献。系数 2 表明传递引力的规范玻色子 (引力子) 的自旋为 2 [30]。

首先，流密度矢量 𝜏𝑘
𝑇 的各个分量计算为

𝜏𝑥
𝑇 = 2 cos𝜔[(∂𝜄𝐻+)𝐻̇+ + (∂𝜄𝐻×)𝐻̇×] − 2 cot 𝜄 sin𝜔[(∂𝜔𝐻+)𝐻̇+ + (∂𝜔𝐻×)𝐻̇×],

𝜏𝑦
𝑇 = −2 sin𝜔[(∂𝜄𝐻+)𝐻̇+ + (∂𝜄𝐻×)𝐻̇×] − 2 cot 𝜄 cos𝜔[(∂𝜔𝐻+)𝐻̇+ + (∂𝜔𝐻×)𝐻̇×],

𝜏𝑧
𝑇 = 12[𝐻̇×𝐻+ − 𝐻̇+𝐻×] + 2[(∂𝜔𝐻×)𝐻̇× + (∂𝜔𝐻+)𝐻̇+].

(4.80)

其 𝑥 和 𝑦 分量同样正比于 cos𝜔 和 sin𝜔，这导致了最终立体角积分为零，这是自

旋平行和非进动假设的必然结果。于是角动量损失中的非零分量只有

ℒ𝑧
𝑇 = 32

5
𝑚𝜈2𝑥7/2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2 [(1 + 7

8𝑒2
𝑟 ) + 𝛿𝜛 (

𝑥
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

(
4
3 + 16

3 𝑒2
𝑟 + 35

48𝑒4
𝑟 )]

. (4.81)

其中第一项与广义相对论的结果完全一致。第二项是 dCS修正引起的 2PN修正。

2. 标量辐射的角动量流
标量辐射所携带的角动量也可以通过对标量场 Lagrange 量的转动分析得到，

此处不再赘述。其表达式写为

ℒ𝑘
𝑆 = −𝛽𝑅2

∫ ⟨𝜏𝑘
𝑆⟩ d𝛺, 𝜏𝑘

𝑆 = −𝜖𝑖𝑗𝑘 ̇𝜗𝑥𝑖∂𝑗𝜗, (4.82)

因为标量场对应自旋为 0 的 Boson，因此角动量中只有轨道角动量的贡献而没有

自旋角动量的贡献。流密度矢量 𝜏𝑘
𝑆 的三个分量分别化简为

𝜏𝑥
𝑆 = − cot 𝜄 sin𝜔(∂𝜔𝜗) ̇𝜗 + cos𝜔(∂𝜄𝜗) ̇𝜗,

𝜏𝑦
𝑆 = − sin𝜔(∂𝜄𝜗) ̇𝜗 − cot 𝜄 cos𝜔(∂𝜔𝜗) ̇𝜗,

𝜏𝑧
𝑆 = (∂𝜔𝜗) ̇𝜗.

(4.83)
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立体角积分后得到的非零分量同样只有

ℒ𝑧
𝑆 = 32

5
𝑚𝜈2𝑥7/2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2

25
24576𝛥2

(
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

(1 + 3𝑒2
𝑟 + 3

8𝑒4
𝑟 ) . (4.84)

得到 dCS 理论中标量辐射对角动量流的 2PN 修正。

因为角动量损失中只有 𝑧 分量非零，不妨将它记做一个标量，总的角动量损

失率表示为

ℒ ≡ ℒ𝑧
𝑆 + ℒ𝑧

𝑇 = 32
5

𝑚𝜈2𝑥7/2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2 { (1 + 7

8𝑒2
𝑟 ) + (

𝑥
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

[ (
25

24576𝛥2 + 4
3𝛿𝜛)

+ (
25

8192𝛥2 + 16
3 𝛿𝜛) 𝑒2

𝑟 + (
25

65536𝛥2 + 35
48𝛿𝜛) 𝑒4

𝑟 ]}.
(4.85)

一个特殊的情况是在 𝑒𝑟 → 0 时，角动量损失率和能量损失率之间满足 ℱ = 𝛺ℒ。

4.4.3 轨道衰减

到此为止，我们得到了 dCS 引力下双黑洞系统在自旋平行情况下的运动和

引力辐射。并给出了引力辐射所携带的能流 (4.71) 和角动量流 (4.85)，这些能量

和角动量只能来自于系统的守恒能量和守恒角动量，这就导致了双星轨道，或轨

道根数随着引力辐射而发生的长时标演化。

体系总能量和轨道角动量分别由方程 (4.14, 4.15) 给出。将“径向”偏心率和

“径向”半长轴替换为时间的函数，𝑒𝑟 = 𝑒𝑟(𝑡) 和 𝜉 = 𝜉(𝑡)，结合能量和角动量平衡

方程
d𝐸
d𝑡 = −ℱ, d𝐿𝑧

d𝑡 = −ℒ. (4.86)

可以反解出 𝑒′
𝑟(𝑡) 和 𝑥′(𝑡)。精确到 dCS 修正的一阶 𝒪(𝜁)，结果是

𝑚d𝑥
d𝑡 = 64

5
𝜈𝑥5

(1 − 𝑒2
𝑟 )7/2 { (1 + 73

24𝑒2
𝑟 + 37

96𝑒4
𝑟 )

+ (
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

[ (
25

24576𝛥2 + 10
3 𝛿𝜛) + (

475
49152𝛥2 + 43

3 𝛿𝜛) 𝑒2
𝑟

+ (
575

65536𝛥2 + 133
18 𝛿𝜛) 𝑒4

𝑟 + (
75

131072𝛥2 + 11
48𝛿𝜛) 𝑒6

𝑟 ]},

(4.87)

和

𝑚d𝑒𝑟
d𝑡 = −304

15
𝑒𝑟𝜈𝑥4

(1 − 𝑒2
𝑟 )5/2 { (1 + 121

304𝑒2
𝑟 ) + (

𝑥
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

[ (
375

155648𝛥2 + 421
114𝛿𝜛)

+ (
1125

311296𝛥2 + 907
228𝛿𝜛) 𝑒2

𝑟 + (
375

1245184𝛥2 + 143
456𝛿𝜛) 𝑒4

𝑟 ]}.
(4.88)
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可以看到 d𝑥/d𝑡 > 0 和 d𝑒𝑟/d𝑡 < 0，表明在辐射衰减过程中轨道频率不断升高，而

偏心率则不断减小，这一效应称为轨道圆化。

我们期待可以对辐射衰减方程 (4.87, 4.88) 解析求解。但为了应对它们的复

杂形式，Yunes 等人 [141]引入了一个新的近似——小偏心率近似，即假定偏心率

及其初始值 𝑒0 远远小于 1。将方程 (4.87, 4.88) 相除并精确到 𝜁 的一阶，得到

d𝑥
d𝑒𝑟

= −12
19

𝑥
𝑒𝑟

1 + (73/24)𝑒2
𝑟 + (37/96)𝑒4

𝑟
(1 − 𝑒2

𝑟 )[1 + (121/304)𝑒2
𝑟 ]

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 − 𝑥2

1 − 𝑒2
𝑟

𝒲0 + 𝒲2𝑒2
𝑟 + 𝒲4𝑒4

𝑟 + 𝒲6𝑒6
𝑟

(1 + 121
304𝑒2

𝑟 ) (1 + 73
24𝑒2

𝑟 + 37
96𝑒4

𝑟 )

⎫⎪
⎬
⎪⎭

,
(4.89)

多项式分式中涉及到的系数是

𝒲0 = 325
233472𝛥2 + 41

114𝛿𝜛, 𝒲2 = 16925
7471104𝛥2 − 245

2736𝛿𝜛,

𝒲4 = 2325
1245184𝛥2 + 7151

10944𝛿𝜛, 𝒲6 = 2225
19922944𝛥2 − 649

21888𝛿𝜛.
(4.90)

方程 (4.89) 的解写为领头阶和扰动修正的叠加，𝑥(𝑒𝑟) = 𝑥0(𝑒𝑟) + 𝜁𝑥1(𝑒𝑟)，在初始

条件 𝑥(𝑒𝑟 = 𝑒0) = 𝑥(0) 下，精确到 𝒪(𝜁) 和 𝒪(𝑒4
𝑟 ) 阶次，我们得到偏心率以频率为

函数的表达式

𝑒𝑟(𝜒) = 𝑒0𝜒−19/18
{1 + 3323

1824𝑒2
0 (1 − 𝜒−19/9)

+ 15994231
6653952 𝑒4

0 (1 − 66253974
15994231𝜒−19/9 + 50259743

15994231𝜒−38/9
)

+ (
325

294912𝛥2 + 41
144𝛿𝜛) (1 − 𝜒4/3)

+ [(− 1079975
179306496𝛥2 − 136243

87552 𝛿𝜛) 𝜒−19/9

+ (
5633725

1255145472𝛥2 + 49807
204288𝛿𝜛) 𝜒−7/9

+ (
13338125

3765436416𝛥2 + 3366541
1838592𝛿𝜛)

+ (− 1079975
537919488𝛥2 − 136243

262656𝛿𝜛) 𝜒4/3
] 𝑒2

0

+ [(
81672082375

1962330292224𝛥2 + 10303247315
958169088 𝛿𝜛) 𝜒−38/9

+ (− 5196368177125
178572056592384𝛥2 − 82850130257

87193387008𝛿𝜛) 𝜒−26/9

+ (− 10507242925
254376148992𝛥2 − 5841770863

372621312 𝛿𝜛) 𝜒−19/9

+ (
18720868175

763128446976𝛥2 + 165508661
124207104𝛿𝜛) 𝜒−7/9

+ (
1232639443225

178572056592384𝛥2 + 455716402373
87193387008 𝛿𝜛)

+ (− 5198125075
1962330292224𝛥2 − 655763471

958169088𝛿𝜛) 𝜒4/3
] 𝑒4

0}.

(4.91)
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其中定义了由初始频率归一化的无量纲频率

𝜒 ≡ 𝛺
𝛺0

= [
𝑥

𝑥(0) ]
3/2

≡ 𝜒(𝑒𝑟). (4.92)

𝛺0 是轨道偏心率为初始值时的对应频率。方程 (4.91) 中的广义相对论部分已经

由 [141]得到，而 dCS 修正部分则由 [100]首次给出。通过这种方法，给出了辐射反

作用下偏心率的频域演化，这在之后计算 Fourier 波形时扮演了重要的角色。

从方程 (4.91)，在 0PN和小偏心率展开的主导阶，𝑒𝑟/𝑒0 = (𝐹 /𝐹0)−19/18，其中

𝐹 = 𝛺/(2𝜋) 和 𝐹0 是引力波频率及其初始值。由于轨道圆化效应，人们传统地认

为偏心率在引力波探测当中不会占据主要地位。例如，设一个双星系统的初始

偏心率 𝑒0 ≃ 0.1，初始频率为 𝐹0 ≃ 20Hz，当该双星频率演化到频率 𝐹 ≃ 200Hz
时，其偏心率达到 𝑒𝑟 ≃ 0.01。在进入地面引力波探测器频段后，双星轨道偏心率

会快速衰减到可以忽略的地步。但这不是绝对的。例如当初始偏心率为 𝑒0 ≃ 0.4
时，引力波频率演化到 𝐹 ≃ 103Hz时，偏心率才能衰减到 𝑒𝑟 ∼ 0.01。尤其是当双

黑洞并合时间发生在密集的集群环境中时，例如发生在球状星团中或星系核附

近时，在进入探测器频段时会带有不可忽略的残余偏心率。例如，Romero­Shaw

等人 [192]通过对引力波事件 GW190521 的分析，发现该系统在频率 10Hz 时，仍

然以 90% 置信度具有 ⩾ 0.11 的残余偏心率，相应的后验概率密度分布如图 (4.4)

所示。

图 4.4 利用波形模板 SEOBNRE分析引力波事件GW190521推测得到的频率 10Hz时残余
偏心度 𝑒10 的后验概率分布。在 90% 置信区间上，𝑒10 ⩾ 0.11。该图引自 [192]。

4.5 小偏心率展开下的频域波形
由于大多数引力波数据分析工作都是在 Fourier 空间进行的，例如信噪比

和似然函数的计算 [30]。因此除了时域波形外，对频域波形的解析和近似计算

也是必须的。在本节中，我们首先在第4.5.1将时域波形表示为平近点角的函数。

在第4.5.2节中，我们一般性地讨论如何计算高阶后牛顿修正下的频域波形。在

第4.5.3节中，我们展示 dCS 引力下频域波形的具体结果。
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4.5.1 波形作为平近点角的函数

目前我们已经将引力波形写为了真近点角的函数，但是，在计算 Fourier 波

形之前，我们还需要处理另一问题——真近点角 𝑉 随时间的增长不是均匀的，这

会给我们的 Fourier 波形计算带来极大困扰。因此我们将波形用平近点角重新表

示。平近点角是根据Kepler方程 ℓ(𝑢) ≡ 𝜙/𝐾 = 𝑢−𝑒𝑡 sin 𝑢 (4.21)定义的，随着时间

单调均匀增大。因此，在不考虑辐射反作用时，ℓ 可以表示轨道频率 𝐹 = 𝛺/(2𝜋)
与时间相乘，即 ℓ = 𝐹 𝑡(𝑢)。要想将偏近点角变换为平近点角，则需要对修正

Kepler 方程进行求解。历史上比较著名的一个解法是利用无穷 Bessel 级数表示

的 [193­194]，即

𝑢 − ℓ =
∞

∑
𝑠=0

2
𝑠 𝐽𝑠(𝑠𝑒𝑡) sin(𝑠ℓ), (4.93)

𝐽𝑠(𝑧) 是 𝑠 阶一类 Bessel函数 [195]。对固定 𝑠 和小 𝑒𝑡 值，Bessel函数的渐近行为正

比于 𝑒𝑠
𝑡，因此高于四阶的展开项依据小偏心率展开被略去。于是从定义 (4.11) 变

换到真近点角 𝑉 的表达式，代入波形 (4.50, 4.51) 中，精确到 𝒪(𝜁) 和 𝒪(𝑒4
𝑟 )，得

到

𝜉(0)
+ = 𝑥 {

1
48𝑒𝑟[3(8 − 𝑒2

𝑟 ) sin2 𝜄 + 4(1 + cos2 𝜄)(9 − 4𝑒2
𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(ℓ)

+ 1
24[𝑒2

𝑟 (12 − 4𝑒2
𝑟 ) sin2 𝜄 − 3(1 + cos2 𝜄)(8 − 20𝑒2

𝑟 + 11𝑒4
𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(2ℓ)

+ 9
32𝑒𝑟[2𝑒2

𝑟 sin
2 𝜄 − (1 + cos2 𝜄)(8 − 19𝑒2

𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(3ℓ)

+ 2
3𝑒2

𝑟 [𝑒2
𝑟 sin

2 𝜄 − 3(1 + cos2 𝜄)(2 − 5𝑒2
𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(4ℓ)

− 625
96 (1 + cos2 𝜄)𝑒3

𝑟 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(5ℓ)

− 81
8 (1 + cos2 𝜄)𝑒4

𝑟 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(6ℓ)

− 1
48(1 + cos2 𝜄)𝑒𝑟(36 − 23𝑒2

𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(ℓ)

+ 1
2(1 + cos2 𝜄)(2 − 5𝑒2

𝑟 + 3𝑒4
𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(2ℓ)

+ 9
32(1 + cos2 𝜄)𝑒𝑟(8 − 19𝑒2

𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(3ℓ)

+ 2(1 + cos2 𝜄)𝑒2
𝑟 (2 − 5𝑒2

𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(4ℓ)

+ 625
96 (1 + cos2 𝜄)𝑒3

𝑟 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(5ℓ)

+81
8 (1 + cos2 𝜄)𝑒4

𝑟 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(6ℓ)} ,
(4.94)
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𝜉(0)
× = 𝑥 {

1
6𝑒𝑟(9 − 4𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(ℓ)

− 1
4(8 − 20𝑒2

𝑟 + 11𝑒4
𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(2ℓ)

− 9
16𝑒𝑟(8 − 19𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(3ℓ)

− 4𝑒2
𝑟 (2 − 5𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(4ℓ)

− 625
48 𝑒3

𝑟 cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(5ℓ)

− 81
4 𝑒4

𝑟 cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(6ℓ)

+ 1
24𝑒𝑟(36 − 23𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(ℓ)

− (2 − 5𝑒2
𝑟 + 3𝑒4

𝑟 ) cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(2ℓ)

− 9
16𝑒𝑟(8 − 19𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(3ℓ)

− 4𝑒2
𝑟 (2 − 5𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(4ℓ)

− 625
48 𝑒3

𝑟 cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(5ℓ)

−81
4 𝑒4

𝑟 cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(6ℓ)} ,

(4.95)

𝛿𝜉+ = 𝛿𝜛𝑥3
{

1
18𝑒𝑟[ − (12 + 15𝑒2

𝑟 ) sin2 𝜄 + (1 + cos2 𝜄)(45 + 41𝑒2
𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(ℓ)

− [𝑒2
𝑟 (1 + 224

288𝑒2
𝑟 ) sin2 𝜄 + 1

96(1 + cos2 𝜄)(64 − 768𝑒2
𝑟 − 575𝑒4

𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(2ℓ)

− 3
2𝑒𝑟[𝑒2

𝑟 sin
2 𝜄 + (1 + cos2 𝜄)(3 − 10𝑒2

𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(3ℓ)

− 1
9𝑒2

𝑟 [20𝑒𝑟 sin
2 𝜄 + 3(1 + cos2 𝜄)(35 − 83𝑒2

𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔)] cos(4ℓ)

− 425
18 (1 + cos2 𝜄)𝑒3

𝑟 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(5ℓ)

− 1365
32 (1 + cos2 𝜄)𝑒4

𝑟 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(6ℓ)

− 1
18(1 + cos2 𝜄)𝑒𝑟(45 + 31𝑒2

𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(ℓ)

+ 1
96(1 + cos2 𝜄)(64 − 768𝑒2

𝑟 − 529𝑒4
𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(2ℓ)

+ 3
2(1 + cos2 𝜄)(3 − 10𝑒2

𝑟 )𝑒𝑟 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(3ℓ)

+ 1
3(1 + cos2 𝜄)𝑒2

𝑟 (35 − 83𝑒2
𝑟 ) sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(4ℓ)

+ 425
18 (1 + cos2 𝜄)𝑒3

𝑟 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(5ℓ)

+1365
32 (1 + cos2 𝜄)𝑒4

𝑟 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(6ℓ)} ,
(4.96)

80



第 4 章 dCS 引力下的双黑洞系统：自旋平行情形

and
𝛿𝜉× = 𝛿𝜛𝑥3

{
1
9𝑒𝑟(45 + 41𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(ℓ)

− 1
48(64 − 768𝑒2

𝑟 − 575𝑒4
𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(2ℓ)

− 3𝑒𝑟(3 − 10𝑒2
𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(3ℓ)

− 2
3𝑒2

𝑟 (35 − 83𝑒2
𝑟 ) cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(4ℓ)

− 425
9 𝑒3

𝑟 cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(5ℓ)

− 1365
16 𝑒4

𝑟 cos 𝜄 sin(2𝛽ℓ + 2𝜔) cos(6ℓ)

+ 1
9𝑒𝑟(45 + 31𝑒2

𝑟 ) cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(ℓ)

− 1
48 cos 𝜄(64 − 768𝑒2

𝑟 − 529𝑒4
𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(2ℓ)

− 3𝑒𝑟 cos 𝜄(3 − 10𝑒2
𝑟 ) cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(3ℓ)

− 2
3𝑒2

𝑟 (35 − 83𝑒2
𝑟 ) cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(4ℓ)

− 425
9 𝑒3

𝑟 cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(5ℓ)

−1365
16 𝑒4

𝑟 cos 𝜄 cos(2𝛽ℓ + 2𝜔) sin(6ℓ)} .

(4.97)

当上述引力波经过一个地球时，探测器将对引力波的不同极化模式产生响应，最

终可探测的引力波信号写为 𝐻(𝑡) = 𝐻+𝐹+ + 𝐻×𝐹×，其中 𝐹+ 和 𝐹× 是探测器对 +
模式和 × 模式的响应函数 [30]，依赖于引力波相对探测器平面的夹角、方位角和

引力波极化角。可探测信号 𝐻(𝑡) 写为

𝐻(𝑡) = 2𝜈𝑚
𝑅

6

∑
𝑛=0 { [𝐴(𝑛)

SS(𝑥, 𝑒𝑟) sin(𝑛ℓ) + 𝐴(𝑛)
CS(𝑥, 𝑒𝑟) cos 𝑛ℓ] sin(2𝛽ℓ)

+ [𝐴(𝑛)
SC(𝑥, 𝑒𝑟) sin(𝑛ℓ) + 𝐴(𝑛)

CC(𝑥, 𝑒𝑟) cos 𝑛ℓ] cos(2𝛽ℓ) + 𝐴(𝑛)
C (𝑥, 𝑒𝑟) cos 𝑛ℓ},

(4.98)

𝐴(𝑛)
SS、𝐴(𝑛)

CS、𝐴(𝑛)
SC、𝐴(𝑛)

CC 和 𝐴(𝑛)
C 是一系列随轨道衰减而演化的系数，除了依赖于频

率 𝑥 和偏心率 𝑒𝑟 外，也依赖于观测方位 {𝜄, 𝜔}、响应函数 𝐹+,× 和 dCS 修正常数

𝛿𝜛。采用指数形式可以将波形 (4.98) 改写为

𝐻(𝑡) = 2𝜈𝑚
𝑅

6

∑
𝑛=−6

∑
𝑘={0,±2}

𝐴𝑛𝑘(𝜉, 𝑒)𝑒−𝑖(𝑛+𝑘𝛽)ℓ, (4.99)

其中振幅因子可以拆分为广义相对论部分和 dCS修正部分，即 𝐴𝑛𝑘 = ̄𝐴𝑛𝑘 +𝛿𝐴𝑛𝑘，

由于它们只是方程 (4.94 ­ 4.97) 中相关系数的简单变换，因此这里不再详细列出。
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4.5.2 频域波形：方法概述

在高阶后牛顿近似下计算偏心率轨道系统的频域波形相对复杂，原因主要

包括：(1) 波形受到近心点进动带来的低频调制，(2) 波形只能表示平近点角的函

数，而不是显含时间的函数，(3) 偏心率只能表示为频率的函数，而不是显含时

间的函数。我们首先一般性地介绍这类系统频域波形的计算方法 [105,196­200]。

将可探测信号一般性地写为

𝐻(𝑡) = 2𝜈𝑚
𝑅 ∑

𝑛𝑘
𝐴𝑛𝑘(𝜉, 𝑒𝑟)𝑒−𝑖(𝑛+𝑘𝛽)ℓ, with ∑

𝑛𝑘
≡

∞

∑𝑛=−∞

∞

∑
𝑘=−∞

, (4.100)

其中 𝑛 是非负整数，代表了引力波辐射频率与轨道频率的可能比值，𝑘 代表了波

形受到进动率的调制。平近点角为 ℓ = 𝐹 𝑡，半长轴 𝜉 和偏心率 𝑒𝑟 都可以表示为

频率 𝐹 的函数。方程 (4.100) 的 Fourier 变换是

𝐻̃(𝑓) = ∫
∞

−∞
𝐻(𝑡)𝑒𝑖2𝜋𝑓𝑡d𝑡 = 2𝜈𝑚

𝑅 ∑
𝑛𝑘 ∫

∞

−∞
𝐴𝑛𝑘(𝐹 )𝑒−𝑖(𝑛+𝑘𝛽)ℓ𝑒𝑖2𝜋𝑓𝑡d𝑡, (4.101)

上述被积积分中指数部分是按照频率 𝑓 快速震荡的，但是振幅部分 𝐴𝑛𝑘(𝐹 ) 则

仅仅随着辐射反作用缓慢演化。因此这一积分可以利用稳态相位近似进行计

算 [30,105,168­169,201]，积分结果主要由稳态点附近的函数值所贡献，

ℎ̃(𝑓 ) ≃ 2𝜈𝑚
𝑅

̃
∑
𝑛𝑘 ∫

∞

−∞
𝐴𝑛𝑘(𝐹 )𝑒𝑖[2𝜋𝑓𝑡−(𝑛+𝑘𝛽)ℓ]d𝑡

= 2𝜈𝑚
𝑅

̃
∑
𝑛𝑘

𝐴𝑛𝑘(𝐹𝑛𝑘)
√

2𝜋
𝜓̈𝑛𝑘

exp{𝑖 [2𝜋𝑓𝑡𝑛𝑘 − (𝑛 + 𝑘𝛽𝑛𝑘)ℓ𝑛𝑘 − 𝜋
4 ]} ,

(4.102)

其中

𝜓̈𝑛𝑘 = (𝑛 + 𝑘𝛽𝑛𝑘) ̈ℓ𝑛𝑘 + 2𝑘 ̇𝛽𝑛𝑘 ̇ℓ𝑛𝑘 + 𝑘 ̈𝛽𝑛𝑘ℓ𝑛𝑘. (4.103)

下标 𝑛𝑘 是对稳态点的序号标记，带有下标 𝑛𝑘 的量表示对应物理量在稳态点 𝑛𝑘
处的取值。新的求和算符 ∑̃𝑛𝑘 表示对所有包含稳态点的项的求和。稳态点由

𝑓 = (𝑛 + 𝑘𝛽𝑛𝑘)𝐹𝑛𝑘, (4.104)

确定。进动率 𝛽 也是频率 𝐹 的函数，同时又正比于 𝛿𝜛，是 dCS 理论引起的修

正，因此我们可以扰动地求解代数方程 (4.104)，得到

𝐹𝑛𝑘 = 𝐹𝑛𝑘(𝑓 ) ≃ 𝑓
𝑛 [1 + 𝛿𝐹𝑛𝑘(𝑓 )]. (4.105)

稳态点的 Newton阶近似是 𝐹𝑛𝑘 = 𝑓/𝑛，𝛿𝐹𝑛𝑘 是对应的 dCS修正。在此基础上，我

们可以给出与稳态点 𝐹𝑛𝑘 对应的其他物理量的值。例如，在包含辐射反作用时，

平近点角 ℓ = 𝐹 𝑡(𝑢) 可以改写为

ℓ(𝐹 ) = 2𝜋 ∫
𝑡

0
𝐹d𝑡 = 2𝜋 ∫

𝐹

𝐹0
(𝐹 / ̇𝐹 )d𝐹 = ℓ𝑐 + 2𝜋 ∫(𝐹 / ̇𝐹 )d𝐹 , (4.106)
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其一阶和二阶导数分别由

̇ℓ = ̇𝐹 dℓ
d𝐹 = ̇ℓ(𝐹 ), 和 ̈ℓ = ̈𝐹 dℓ

d𝐹 + ̇𝐹 2 d2ℓ
d𝐹 2 (4.107)

给出。其中涉及到的频率的时间导数 ̇𝐹 和 ̈𝐹 由

̇𝐹 = d𝐹
d𝑒𝑟

d𝑒𝑟
d𝑡 , 和 ̈𝐹 = ̇𝐹 d ̇𝐹

d𝐹 . (4.108)

确定。从而将平近点角及其导数全部被表示为频率 𝐹 的函数。对应于稳态点 𝐹𝑛𝑘

还有 ℓ𝑛𝑘 = ℓ(𝐹𝑛𝑘), ̇ℓ𝑛𝑘 = ̇ℓ(𝐹𝑛𝑘), ̈ℓ𝑛𝑘 = ̈ℓ(𝐹𝑛𝑘) 和进动率的时间导数

̇𝛽 = ̇𝐹 d𝛽
d𝐹 = ̇𝛽(𝐹 ), 和 ̈𝛽 = ̈𝐹 d𝛽

d𝐹 + ̇𝐹 2 d
2𝛽

d𝐹 2 . (4.109)

对应于稳态点有 𝛽𝑛𝑘 = 𝛽(𝐹𝑛𝑘), ̇𝛽𝑛𝑘 = ̇𝛽(𝐹𝑛𝑘), ̈𝛽𝑛𝑘 = ̈𝛽(𝐹𝑛𝑘)。最后，时间变量可以通

过积分

𝑡 = ∫
𝐹

𝐹0

̇𝐹 −1d𝐹 = 𝑡𝑐 + ∫
̇𝐹 −1d𝐹 , (4.110)

给出，对应稳态点有 𝑡𝑛𝑘 = 𝑡(𝐹𝑛𝑘)。将 𝑡𝑛𝑘, 𝛽𝑛𝑘, ℓ𝑛𝑘, 𝜓̈𝑛𝑘 等表达式代入方程 (4.103)，

可以确定频域波形具有如下形式，

𝐻̃(𝑓) = ̃
∑
𝑛𝑘

𝒜𝑛𝑘(𝑓 )𝑒𝑖𝛹𝑛𝑘(𝑓 ), (4.111)

其中，修正后的振幅因子是

𝒜𝑛𝑘 = 2𝜈𝑚
𝑅

√2𝜋𝐴𝑛𝑘(𝐹𝑛𝑘)𝜓̈−1/2
𝑛𝑘 , (4.112)

相位因子是，

𝛹𝑛𝑘 = 2𝜋𝑓𝑡𝑛𝑘 − (𝑛 + 𝑘𝛽𝑛𝑘)ℓ𝑛𝑘 − 𝜋
4 . (4.113)

于是我们完成了对高阶后牛顿近似下，偏心率轨道双星的频域引力波形计算方

法的概述。

4.5.3 频域波形：结果

根据第4.5.2节中叙述的计算方法可以给出方程 (4.99) 所示波形的 Fourier 变

换。方程 (4.99) 共包含 39 项，包括 𝑛 ∈ {−6, −5, ⋯ , 6} 和 𝑘 ∈ {−2, 0, 2}。要使得

稳态点存在，需要满足 𝑛 > 0、𝑘 = ±2 或者 𝑛 = 0, 𝑘 = 2。对于后者我们不予考

虑，因为进动率 𝛽 是一个远远小于 1 的常数，对应的相位 𝛽ℓ 是一个非常低频的

模式，这不符合稳态相位近似的原则。因此，存在稳态点的共 12 项。省略中间

繁琐的计算细节后，最后的修正相位由方程 (4.113) 计算得到，
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𝛹𝑛𝑘 = −𝑛ℓ𝑐 + 2𝜋𝑓𝑡𝑐 − 𝜋
4 + 3

256𝑛 ̃𝑢−5
𝑓 {1 − 2355

1462𝑒2
0𝜒−19/9

𝑓

+ 𝑒4
0 (

5222765
998944 𝜒−38/9

𝑓 − 2608555
444448 𝜒−19/9

𝑓 ) }

+ 3
256𝑛 ̃𝑢−5

𝑓 ×
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[ − 125
12288 + 𝑒2

0 (− 255125
71860224𝜒−31/9

𝑓 + 220625
33521664𝜒−19/9

𝑓 )

+ 𝑒4
0(

1697398625
73650143232𝜒−50/9

𝑓 − 43995625
1608155136𝜒−38/9

𝑓

− 8202445375
458755670016𝜒−31/9

𝑓 + 733136875
30571757568𝜒−19/9

𝑓 )]𝛥2

+ [ (−100
3 + 8

3
𝑘
𝑛 − 256

3
𝑘
𝑛 𝜒5/3

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒2
0 (−32185

35088𝜒−31/9
𝑓 + 126745

16368 𝜒−19/9
𝑓 − 241

102
𝑘
𝑛 𝜒−19/9

𝑓 − 512
3

𝑘
𝑛 𝜒−4/9

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒4
0(

214133365
35961984 𝜒−50/9

𝑓 + (−107411761
6281856 + 22659965

2465136
𝑘
𝑛 ) 𝜒−38/9

𝑓

− 1695694985
224001792 𝜒−31/9

𝑓 + (
421173635
14927616 − 800843

93024
𝑘
𝑛 ) 𝜒−19/9

𝑓

+ (
62560

171 𝜒−23/9
𝑓 − 106336

171 𝜒−4/9
𝑓 )

𝑘
𝑛 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)]𝛿𝜛}.

(4.114)

其中

̃𝑢𝑓 ≡ (2𝜋ℳ𝑓/𝑛)1/3, 𝜒𝑓 ≡ (1/𝑛)(𝑓 /𝐹0), (4.115)

啁啾质量是

ℳ ≡ 𝑚𝜈3/5, (4.116)

ℓ𝑐 是并合时刻平近点角的值。振幅及其修正 𝒜𝑛𝑘 展示在补充材料A.3中。这些结

果精确到耦合常数 𝜁 的线性阶和偏心率的四阶。其中第一行为Newton阶的结果，

已经由 Yunes 等人得到 [141]。但是这两个结果之间相差一个负号，因为我们这里

的 𝛹𝑛𝑘 对应了文献 [141]中方程 (4.29) 中的 −𝑖(𝜋/4 + 𝛹𝑛)。我们可以再次看到 dCS

理论给自旋平行双黑洞系统的引力辐射带来 2PN 修正。同时由于近心点进动的

存在，稳态相位法计算中涉及的相位的二阶导数应当由方程 (4.103) 代替，其中

包含了平近点角 ℓ，这也就是为什么修正相位中出现了若干与 ℓ𝑐 相关项的原因。

作为总结，我们重新说明在推导上述波形及修正相位时用到的四个主要近

似，它们分别是

• 弱耦合近似：𝜁 ∼ 𝛼2/ℳ4
𝑠 ≪ 1，

• 慢转动近似：𝜒𝐴 ≪ 1，
• 后牛顿近似：𝑚/𝑟 ≪ 1，
• 小偏心率近似：𝑒0 ≪ 1。

其中弱耦合和慢转动近似的引入是为了保证对慢转动黑洞时空度规的解析求

解 [89­90]，ℳ𝑠 是系统涉及的最小特征尺度。一方面要求 dCS 耦合常数 𝛼 应小于
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系统特征质量 ℳ𝑠 的平方，即 𝛼/ℳ2
𝑠 ≪ 1。这就导致我们最终的波形模板存在一

个对耦合常数和波源特征质量的适用区间。如果通过引力波观测得到 𝛼 的约束

上限超过接近甚至超过 ℳ2
𝑠，那么这个约束是没有物理意义的。在第4.6节中我

们将看到，目前通过对引力波观测对 dCS 理论的约束全都属于这类无意义的情

况 [95­97]。另一方面还要求黑洞的自旋很慢，即 𝑆𝐴 ≪ 𝑚2
𝐴。这同样极大的限制了

我们对 dCS 理论的约束能力。后牛顿近似的引入是为了微扰地、解析地描述双

黑洞相互旋近过程，在双黑洞并合事件的早期，双黑洞间距较大，速度也远远低

于光速，很好地保证了后牛顿近似的适用性。但是在并合瞬间前后和并合完成

之后，引力辐射不再由后牛顿近似描述。因此对 dCS 理论的约束和对宇称破缺

效应的检验只能基于波源旋近阶段的引力波信号。最后引入的是小偏心率近似，

以保证对偏心率的频域演化和引力波的 Fourier 波形的解析求解。由于轨道圆化

效应的存在，大部分双星系统在临近并合时轨道都已接近圆形。而且目前的观测

也表明，即使像 GW190521这样的系统，其残余偏心率也仅在 ∼ 0.1 的量级 [192]。

而我们的近似精确到 𝑒𝑟 的四次幂，对于 𝑒0 ≲ 0.3 的情况完全适用。

4.6 基于引力波观测对宇称破缺的检验

4.6.1 圆轨道极限与后爱因斯坦参数

参数化后爱因斯坦 (parameterized post­Einsteinian, ppE) 参数是由 Yunes 和

Pretorius [202]提出的，通过引入一般性参数描述引力波信号中非广义相对论效应

的理论框架。最初只局限于张量极化、准圆轨道和主导阶后牛顿修正。此后由

Chatziioannou等人 [203]推广到所有可能极化模式，由 Sampson等人 [204]推广到准

圆轨道的高阶后牛顿情形，由 Loutrel 等人 [205]推广到 0PN 的偏心率轨道。在圆

轨道情形下，该参数化方案可以写为

𝐻̃(𝑓) = ℎ̃(𝑓 ) [1 + 𝛼ppE𝑢𝑎ppE] exp [𝑖𝛽ppE𝑢𝑏ppE] . (4.117)

其中 𝑢 定义为无量纲频率 𝑢 ≡ (𝜋ℳ𝑓)1/3，参数 𝑎ppE 和 𝑏ppE 代表了广义相对论的

修正阶次。参数 𝛼ppE 和 𝛽ppE 分别代表了振幅和相位修正的大小。在圆轨道极限

下，在精确到 dCS 主导阶的情况下，可以得到 ppE 参数为

𝑎ppE = 4, 𝑏ppE = −1, (4.118)

𝛼ppE = −𝜈−4/5
(

25
49152𝛥2 + 29

15𝛿𝜛)

= 𝜁
𝜈4/5 [

−13895
24576

1
𝜈 𝜒1𝜒2 + 558709

1720320 (
𝑚2

𝑚2
1

𝜒2
1 + 𝑚2

𝑚2
2

𝜒2
2 )]

,
(4.119a)
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𝛽ppE = −𝜈−4/5
(

125
524288𝛥2 − 25

32𝛿𝜛)

= 𝜁
𝜈4/5 [

− 59875
262144

𝜒1𝜒2
𝜈 + 481525

3670016 (
𝑚2

𝑚2
1

𝜒2
1 + 𝑚2

𝑚2
2

𝜒2
2 )]

.
(4.119b)

上述结果与 Tahura & Yagi [206]所给一致。

4.6.2 LIGO/Virgo/KAGRA引力波观测

目前 LIGO/Virgo/KAGRA引力波探测阵列已经探测到超过 90例来自致密双

星系统的引力波信号 [47]，其中包含了对广义相对论可能的偏离。从引力波信号

中提取物理信息的一种典型方法是 Bayes推断。这一理论框架建立在 Bayes定理

𝑝(𝜽|𝑑) = 𝑝(𝑑|𝜽)𝑝(𝜽)
𝑝(𝑑) (4.120)

之上。其中 𝑑 是来自探测器阵列的数据，𝜽 是参数构成的矢量，它们唯一地确定

理论波形。在广义相对论中，准圆轨道双黑洞系统的参数集合包括：波源的赤经

和赤纬、引力波极化角、双黑洞轨道平面相对于视线方向倾角、啁啾质量、对称

质量比、并合时间、光度距离、双黑洞各自的自旋等。在 Bayes 定理 (4.120) 中，

𝑝(𝑑|𝜽) 称为似然函数，描述了对于一组给定参数 𝜽 得到观测数据 𝑑 的概率，定义

为

ln 𝑝(𝑑|𝜽) ∝ −1
2 ∑

𝑖
⟨𝑑𝑖 − 𝐻(𝜽)|𝑑𝑖 − 𝐻(𝜽)⟩, (4.121)

𝑑𝑖 是第 𝑖 个探测器得到的引力波信号，其中既包含了物理信号也包含了环境噪

声，𝐻(𝜽) 代表了波形模板。噪声加权的内积定义为

⟨𝑑1|𝑑2⟩ ≡ 4Re
[∫

𝑓high

𝑓low

𝑑1𝑑∗
2

𝑆(𝑓)d𝑓
]

(4.122)

∗ 代表了复共轭运算，𝑆(𝑓) 是探测器的功率谱密度。𝑝(𝜽|𝑑) 称为后验分布，描述

了从数据 𝑑 中推断得到的各个参数的概率密度分布。𝑝(𝜽) 称为先验，代表了数据

分析前我们对参数已有的认知。最后

𝑝(𝑑) = ∫ 𝑝(𝑑|𝜽)𝑝(𝜽)d𝜽 (4.123)

是 Bayes 证据，代表了得到数据 𝑑 的总概率，并扮演归一化因子的角色。

为了对 dCS 引力施加限制，还应当将耦合参数 √𝛼 考虑在内。因此方程

(4.120, 4.121, 4.123) 应当扩展为

𝑝(√𝛼, 𝜽|𝑑) =
𝑝(𝑑|√𝛼, 𝜽)𝑝(√𝛼, 𝜽)

𝑝(𝑑) , (4.124)
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ln 𝑝(𝑑|𝜽) ∝ −1
2 ∑

𝑖
⟨𝑑𝑖 − 𝐻(√𝛼, 𝜽)|𝑑𝑖 − 𝐻(√𝛼, 𝜽)⟩, (4.125)

𝑝(𝑑) = ∫ 𝑝(𝑑|√𝛼, 𝜽)𝑝(√𝛼, 𝜽)d𝜽d√𝛼, (4.126)

我们关心的是 dCS 耦合常数 √𝛼 的边际后验概率分布，定义为对其他系统参数

的积分

𝑝(√𝛼|𝑑) =
𝑝(√𝛼)
𝑝(𝑑) ∫ 𝑝(𝑑|√𝛼, 𝜽)𝑝(𝜽)d𝜽, (4.127)

文献 [95]对引力波暂现源列表 (Gravitational­Wave Transient Catalog, GWTC­1) 中

的引力波事件 GW151226 和 GW170608 进行了前述 Bayes 推断，其中广义相对

论的波形模板由 IMRPhenomPv2 构建，dCS 修正部分由 ppE 参数 (4.118, 4.119)

给出。参数 √𝛼 的后验概率密度分布如图 (4.5) 所示。由于 ppE 参数建立在弱

耦合展开的基础上，因此对给定质量的引力波源，方程 (4.118, 4.119) 都仅对

√𝛼 ≪ ℳ𝑠 适用，其中 ℳ𝑠 是系统涉及的最小特征质量①。对事件 GW151226 和

GW170608②，阈值 ℳ𝑠 标记为竖直实线。可以看到后验概率密度的峰值居于阈

值右侧，表明 Bayes推断给出的估计值处于波形模板的适用范围之外，这样的约

束是没有物理意义的。

此外，文献 [96]从 GWTC­1 和 GWTC­2 中选出六个最有希望约束 dCS 理论

的引力波事件——GW151226、GW170608、GW190924、GW190720、GW190707、

GW190728。图 (4.6) 展示了这六个引力波事件给出的对 √𝛼 的概率密度分布函

数。图中竖直的实线代表了 90% 置信度取值，竖直虚线代表了波形模板的 ℳ𝑠。

我们同样得到了约束结果超出适用范围的情况，无法形成对 dCS 理论的有效约

束。类似的情形同样出现在Wang等人 [97]对引力波事件GW190814和GW190412

的分析中。图4.7中的斜虚线代表 ℳ𝑠，而 √𝛼 的 Bayes 推断值及其 90% 置信区

间均位于斜线上方，同样意味着该约束是无意义的。上述观测约束结果正是本

文的主要动机之一。原则上，更加精确的波形模板构建可以使得参数估计更加

精确。本文旨在通过更加精确的双星动力学建模和波形模板构建，为更好地约

束 dCS 引力提供理论基础。例如本章发展了一般的带有偏心率的自旋平行双星

系统波形，在下一章，我们将进一步考虑自旋进动对波形的影响。但是具体的约

束结果需要在全面完成波形构建和 Bayes 分析后得到。这将是我们未来研究工

作的主要方向。

①因为天体系统中的每个组分的解都仅在弱耦合极限下适用，所以 √𝛼 需要小于系统涉及的所以特征质
量的最小值，而不是整体的特征质量。

②Nair等人 [95]通过 Fisher信息矩阵对各个事件的约束能力做出了估计，GW151226和 GW170608是约束
最强的两个事件
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图 4.5 通过 Bayes 推断，由引力波事件 GW151226 和 GW170608 给出的参数 √𝛼 的后验
概率分布，该图引自 [95]。其中竖直线表示了波形模板的适用上限 ℳ𝑠。横轴标记 𝛼dCS 与本
文的 𝛼 含义相同。

4.6.3 未来引力波探测器对 dCS理论的约束能力

由于 dCS 理论对引力波形的修正出现在 2PN 阶次，且建立在弱耦合近似的

基础之上，因此当前的引力波观测无法对 dCS 理论形成有效的约束。那么未来

第三代引力波探测器能否克服这一困难呢？Shi 等人 [98]采用 Fisher 信息矩阵的

方法，研究了天琴、LISA 和 ET等探测器对 dCS 理论的检验能力。Fisher信息矩

阵是一种在没有真实观测数据情况下计算探测器参数估计能力的方法，在参数

空间 ̄𝜽 ≡ {𝛼2, 𝜽} 中，波形模板记做 𝐻( ̄𝜽)，Fisher 信息矩阵定义为

𝑭𝑖𝑗 =
⟨

∂𝐻
∂ ̄𝜃𝑖 |

∂𝐻
∂ ̄𝜃𝑗 ⟩

, (4.128)

其中内积 ⟨𝑑1|𝑑2⟩ 定义为 (4.122)。对参数 𝜃′
𝑖 的估计不确定度是

𝛥 ̄𝜃𝑖 = √(𝑭 −1)
𝑖𝑖, (4.129)

特别地，对 𝛼2 的不确定度是 𝛥𝛼2。这里仅考虑自旋平行准圆轨道双星的引力辐

射，引力波形由 (4.117) 给出，广义相对论部分则由模板 IMRPhenomD 生成。不

同探测器得到的不确定度展示在表 (4.1) 中。包含了

• 恒星级质量双黑洞系统 (𝑚 = 70𝑀⊙, 𝑞 = 2, 𝐷𝐿 = 200Mpc)；
• 中等质量双黑洞系统 (𝑚 = 2 × 103𝑀⊙, 𝑞 = 2, 𝐷𝐿 = 2Gpc)；
• 大质量双黑洞系统 (𝑚 = 2 × 106𝑀⊙, 𝑞 = 2, 𝐷𝐿 = 15Gpc)；
• 中等质量比旋近系统 (𝑚 = 2 × 105𝑀⊙, 𝑞 = 2 × 102, 𝐷𝐿 = 1Gpc)；
• 极端质量比旋近系统 (𝑚 = 2 × 105𝑀⊙, 𝑞 = 2 × 104, 𝐷𝐿 = 1Gpc)。

其中 𝑚 为计算中使用的系统总质量，𝑞 为天体质量比，𝐷𝐿 是天体的光度距离。

对所有探测器都得到了 𝛥𝛼2 > ℳ2
𝑠，这表明未来的第三代引力波探测器也无法对
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图 4.6 从六个引力波事件分别给出的参数 √𝛼 的后验概率密度分布。该图引自 [96]。横轴中
的 𝛼dCS 与本文的 𝛼 含义相同。

dCS 理论形成有效的约束。

4.6.4 偏心率对引力波观测约束的影响

与 Brans­Dicke 理论和 Einstein­dilaton­Gauss­Bonnet 理论相似，考虑双星系

统偏心率更有助于区分修改引力和广义相对论 [207]。为展示这一结论，我们数值

计算 dCS 波形与广义相对论波形的情形不匹配度 (Mismatch)，定义为 [208­209]

Mismatch ≡ 1 − ⟨ℎ1|ℎ2⟩
√⟨ℎ1|ℎ1⟩⟨ℎ2|ℎ2⟩

, (4.130)
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图 4.7 从引力波事件 GW190814 和 GW190412 给出的参数 √𝛼 的后验概率密度分布。该
图引自 [97]。横轴代表了双星系统中最小的特征质量，其中 𝑚𝑠 与本文的 ℳ𝑠 含义相同。图中
的两点代表从引力波数据对 √𝛼 的推断值和 90% 误差棒。

表 4.1 天琴、ET 和 LISA 对 dCS 理论的约束能力。表格第一列列出了不同的波源类型，
在正文中我们介绍了不同类型波源的总质量、质量比和光度距离。表格第二列给出了不同
类型波源对应波形适用上限，以ℳ2

𝑠 形式给出。后面三列依次给出了 Fisher矩阵得到的不
同探测器对不同类型波源的约束能力 𝛥𝛼2。

波源类型 ℳ2
𝑠 天琴 LISA ET

恒星质量双黑洞 [km−4] 1.4 × 104 8.6 × 106 2.7 × 107 9.2 × 104

中等质量双黑洞 [km−4] 9.4 × 109 7.8 × 1012 1.2 × 1013 ⋯
大质量双黑洞 [km−4] 9.4 × 1021 1.6 × 1024 4.2 × 1023 ⋯

中等质量比旋近系统 [km−4] 9.4 × 109 5.9 × 1013 2.4 × 1013 ⋯
极端质量比旋近系统 [km−4] 9.4 × 105 6.4 × 109 3.0 × 109 ⋯

在本文中，我们取 ℎ1 为广义相对论下带有偏心率的频域引力波形，ℎ2 是不同

𝜁 取值下对应的 dCS 波形。我们考虑 LIGO 探测器，和一个与 GW190521 类似

的引力波源，该波源产生的辐射可以被 LIGO 探测器接收 [45]。双黑洞质量分别

为 𝑚1 = 98.4𝑀⊙ 和 𝑚2 = 57.2𝑀⊙，双黑洞的无量纲自旋分别设为 𝜒1 = 0.15 和

𝜒2 = 0.18，探测器相对波源参考系的极角和方位角分别是 30° 和 35°，波源在天

空中的位置相对探测器参考系的极角和方位角分别是 40° 和 50°。不匹配度的结

果展示在图 (4.8)，在更高偏心率双星中不匹配度被放大，这提高了 dCS 理论与

广义相对论的可区分性。

一般地，当不匹配度小于 𝜒2
𝑘 (1−𝑝)/2𝜌2 时，两个波形可以认为是可区分的 [210]，

其中 𝜒2
𝑘 (1−𝑝) 从 𝜒2 分布的累积分布函数计算得到，其中 𝑘 代表了 𝜒2 分布的自由

度数量，𝑝 取为 90% 置信度时对应的概率值。𝜌 代表了引力波信号的信噪比。对自

旋平行的带有偏心率的双黑洞系统自由度 𝑘 = 5，GW190521 的信噪比为 14.3①，

①https://gwosc.org/projects/
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不匹配度判据约化为 Mismatch ⩽ 4.62/𝜌2，于是当不匹配度达到 0.0226 时 dCS 修

正可以从广义相对论中区分出来。从图 (4.8)中可知，当无量纲耦合常数 𝜁 = 0.20
时对应初始偏心率 𝑒0 ≈ 0.25。该数值结果支持了我们“考虑双黑洞系统偏心率有

助于区分 dCS 理论与广义相对论”的结论。但是到目前为止，尚未有较大偏心率

的双黑洞系统被发现。目前倾向于有较大偏心率的引力波信号来自 GW190521。

在 90% 置信区间上，对应引力频率为 10Hz 时的偏心率 𝑒10 ⩾ 0.11 [192] [参见图

(4.4)]。因此仅考虑偏心率还不足以从现有引力波观测数据中实现对宇称对称性

的有力检验，

图 4.8 对不同耦合参数 𝜁 和不同初始偏心率 𝑒0，dCS波形与广义相对论波形之间的不确定
度。水平虚线代表两个波形可区分的不确定度阈值 Mismatch ≈ 0.0226。该图引自 [100]。

4.6.5 多信使观测与目前 dCS引力的最紧约束

我们在本节穿插一个额外的对 dCS 理论的限制结果。尽管这一观测本身偏

离了本文关注的目标，但是作为目前 dCS 理论——也就是引力宇称对称性的最

强检验，这一结果无疑是振奋人心的。

从前面几节可以看到，无论是太阳系观测、脉冲双星观测还是引力波观测，

都无法对 dCS 理论给出有效的约束。同时注意到，强场范围内约束的效果显著

好于弱场约束。如果可以较好地测量中子星的物理特性，就有望对 dCS 理论给

出更好的约束。Silva 等人 [211]结合孤立脉冲星观测和双中子星并合引力波观测，

给出了对 dCS 理论的最紧约束。本小节主要介绍这一研究。

该约束建立在两个重要的关系上——𝒞­关系和 I­Love 关系。前者描述了中

子星的致密度 𝒞 = 𝑚⋆/𝑟⋆ (𝑚⋆ 和 𝑟⋆ 分别是中子星的质量和半径) 与转动惯量 ̄ℐ、

转动四极矩 𝒬̄、第二潮汐 Love 数 ̄𝜆①之间的关系。后者描述了 ̄ℐ 与 ̄𝜆 之间的关

系。Silva 等人 [211]采用 46 种不同的物态方程求解中子星结构方程，发现这两个

① ̄ℐ、𝒬̄ 和 ̄𝜆 都已经进行了无量纲化处理

91



第 4 章 dCS 引力下的双黑洞系统：自旋平行情形

关系对物态方程不敏感，而只取决于引力理论。这两个关系展示在图 (4.9) 中。

I­Love 关系在广义相对论中可以参数化为 [212­213]

̄ℐGR = ̄𝜆2/5(𝑐0 + 𝑐1 ̄𝜆−1/5 + 𝑐2 ̄𝜆−2/5), (4.131)

在千分之一误差范围内，𝑐0 = 0.584, 𝑐1 = 0.980, 𝑐2 = 2.695。在 dCS引力中，I­Love

关系的偏离可以参数化为

̄ℐ = ̄ℐGR + 6.15 × 10−2𝜁 ̄𝜆−4/5. (4.132)

图 4.9 𝒞 关系和 I­Love 关系。该图引自 [211]的 Supplemental Material。

LIGO/Virgo 对双中子星并合引力波事件 GW170817 的成功观测提供了一种

测量中子星潮汐形变的新方法。观测数据给出，双星系统中一个质量为 1.4𝑀⊙

的中子星的潮汐 Love 数约为 ̄𝜆1.4 = 190+390
−120

[43,49]。然而引力波观测却无法给出

对转动惯量 ̄ℐ 的有效测量，也就阻碍了我们从 I­Love 关系约束引力理论。

一个可行的解决方案是通过 𝒞­关系估计中子星的转动惯量，而这依赖于对中

子星质量和半径的同时测量。一个可用的结果来自中子星内部组成探测器 (Neu­

tron Star Interior Composition Explorer, NICER)对 PSR J0030+0451的观测 [214­215]。

NICER 是 NASA 于 2017 年发射的一台搭载在国际空间站上的 X 射线天文仪器。

它主要观测中子星表面的 X 射线辐射，通过对其能谱、脉冲轮廓和引力红移效

应的建模，可以推断中子星质量、半径、物态方程、磁场强度、表面温度等信

息 [216]。致密度 𝒞 的后验概率密度分布 𝑝(𝒞|NICER) 如图 (4.10) 所示，于是可以

推断质量 1.4𝑀⊙ 的中子星的致密度在 90% 置信度上位 𝒞1.4 = 0.159+0.025
−0.022，从

𝒞­关系推断得到 ̄ℐ1.4 = 14.6+4.5
−3.3，中子星半径估计为 𝑟⋆ = 13 km。于是可以得到

6.15 × 10−2𝜁 ⩽ 8.84 × 102，从而给出 𝜁 ≲ 1.4 × 104，对应地

√𝛼 ⩽ 8.5km, (4.133)

该低于太阳系卫星观测约束约七个数量级，低于脉冲双星观测约三个数量级，低

于引力波观测约束约一到两个数量级，是目前对于 dCS 理论的最紧约束。同时，

对于孤立中子星，弱耦合近似需要修改为 [217]

𝜁 ≡ 16𝜋 𝛼2

𝛽ℛ4 ≪ 1, ℛ =
(

𝑚⋆
𝑟3

⋆ )

−1/2

. (4.134)
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将中子星测量数据 {𝑚⋆ = 1.4𝑀⊙, 𝑟⋆ = 13 km} 和方程 (4.133)代入，得到 𝜁 ≲ 0.23，
大致符合弱耦合近似的要求。

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Prior
Posterior

图 4.10 孤立脉冲星 PSR J0030+0451致密度的后验概率密度分布。该图引自 [211]的 Supple­
mental Material。

尽管 Silva 等人给出的引力宇称破缺的约束令人振奋，但是所采用的方法仍

然是十分受限的。例如对中子星半径的测量是一个极其困难的问题，至今为止只

有 2­3颗中子星的半径得到了较为精确的测量。因此通过增大观测样本进一步改

进约束是非常有挑战性的。通过引力波观测对中子星潮汐形变度的测量还有很

大的不确定度。这些事实仍然要求我们继续寻找新方法实现对引力宇称对称性

的检验。

4.7 本章小结
本章深入且完整地探讨了自旋平行双黑洞系统的运动和引力辐射。我们采

用准开普勒参数化方案求解运动方程，最终结果 (4.10, 4.20, 4.21) 展示出了后牛

顿近似下轨道运动的双周期结构——在一个时间周期内双星转过的角度超过一

个方位角周期，从而导致额外的近心点进动效应。在完成对双黑洞运动的讨论

后，我们首先讨论了 dCS引力中引力辐射的极化模式，最终从第4.2节中证明 dCS

修正不会产生额外的引力波极化，这是由标量场与引力场的耦合形式决定的。借

助准开普勒参数化解，我们构建了自旋平行双黑洞系统在做一般平面轨道运动

时的引力波形 [见方程 (4.50, 4.51)]。基于守恒部分的引力波形，可以流程化地计

算引力波带走的能量和角动量。在 dCS 引力下，我们首先证明了只有修正后的

引力场对引力波能动张量产生贡献，而标量­引力场耦合不产生贡献 [见 (4.62)]。

然后，我们从方程 (4.63, 4.78) 出发给出了双星系统的能量和角动量损失率 (4.71,

4.85)。守恒部分引力波形、能量损失率和角动量损失率共同构成了 dCS 引力下

双黑洞系统的完整动力学。在当前的引力波观测中，第二代地面探测器仅对并合

时刻前后很短时标内的引力波信号敏感，因此我们在模板构建过程中忽略了宇

宙学演化 (均匀的背景标量场的演化) 对双黑洞运动的影响。因此在远场区域产

93



第 4 章 dCS 引力下的双黑洞系统：自旋平行情形

生的引力波不会出现振幅双折射效应，在极化层面上无法展示宇称对称性的破

坏。但是标量场的存在会加速双星并合，从而使我们可以在具体的波形上找到宇

称破缺的证据。为适应引力波探测和参数估计的需要，我们还通过稳态相位法计

算了对应的频域波形。具体结果展示在方程 (4.114)和补充材料 (A.3)中。只要将

这些结果与广义相对论波形结合，就可以直接用于引力波的信号提取和参数估

计，从而对引力的宇称破缺效应进行限制和检验。

在最后一节中我们简要介绍了目前基于引力波观测对引力宇称破缺效应的

检验。与太阳系和脉冲双星观测相比，引力波观测的约束能力大幅提升。但是，

如果采用圆轨道双黑洞系统的引力波形模板。无论是对现有引力波数据的分析，

还是对未来引力波探测器分辨能力的估计，都无法给出符合弱耦合极限的约束

值。通过不匹配度的分析，我们发现考虑了轨道偏心率影响后，引力波观测的约

束能力将进一步提升，但是仍然难以对 dCS 理论给出有效约束。最后，我们简

要介绍了 Silva 等人基于多信使观测给出的目前最强的约束，√𝛼 ⩽ 8.5km。但是

中子星半径和潮汐形变度测量的困难仍然制约着我们对引力宇称对称性更高精

度的检验。
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第 5章 dCS引力下的双黑洞系统：自旋进动情形

在上一章中，我们详细研究了自旋平行双黑洞系统的运动和引力辐射。显然

地，自旋平行是一个非常强的假设——严格自旋平行的系统是不存在的，而且也

没有明确的天体物理机制表明双黑洞系统的自旋趋向于相互平行。相反，已经

有相当的观测证据表明了自旋进动的存在。Cui等人 [218]报告的M87星系的喷流

方向以 11年为周期的摆动，这是由于 M87星系中心超大质量黑洞的自旋方向与

喷流方向不平行而导致的 Lense­Thirring 进动效应。图 (5.1) 展示了 M87 星系喷

流的结构演化。此外，Hannam 等人 [210]利用波形模板 NRSur7dq4 对引力波事件

GW200129的分析表明，该引力波源中的较大质量黑洞倾向于高自旋，且自旋方

向与轨道平面接近平行。图 (5.2) 展示了较大质量黑洞自旋大小 (标记为 𝜒1) 和方

向 (标记为自旋角动量与轨道角动量的夹角 𝜅1) 的后验概率密度分布。

自旋进动系统的存在启发我们可以将相关效应纳入对 dCS 引力下双黑洞波

源的建模。Chatziioannou等人 [166]基于多尺度分析解析求解了圆轨道下的进动方

程 (3.38)，Loutrel 等人 [106­107]将其推广到 dCS 引力中。并且给出估计：对于接

近等质量和高自旋的系统，当耦合常数 √𝛼 ∼ 1km 时，Fourier 波形与广义相对

论波形在振幅上相差约 1%，在相位上相差约 10 弧度。这是第一次在修改引力

下给出进动双星的引力波形，有很大潜力增强我们检验和约束引力宇称破缺效

应的能力。

对上述研究的一个自然推广是将轨道偏心率和自旋进动融合起来，本章将

关注 dCS 引力中自旋进动对双星轨道运动的影响，并研究相应的引力辐射。在

第5.1节，我们介绍自旋进动双星系统的几何描述，其中包括了对不同参考系的

介绍，对双星运动的描述和多尺度分析的基本思想。在第5.2节，我们引入平均

化轨道角动量作为新的守恒量。在第5.3节，我们仿照 Klein 等人 [104­105]给出轨

道运动的准开普勒参数化方案。在第5.4节，我们给出进动双星系统的标量辐射

和引力波形，但不包含辐射反作用。在第5.5节中，我们计算了辐射能流和角动

量流，以及频率的偏心率的辐射演化。由于标量单极辐射的存在，零偏心率轨道

在 dCS 理论下不再是双星辐射衰减的最终稳定态。

5.1 自旋进动系统的几何描述

5.1.1 基本系、轨道系和共进动基本系

当双黑洞自旋角动量指向任意方向时，轨道角动量和自旋角动量均不再保

持守恒，而呈现出进动效应。轨道角动量方向的变化意味着，对惯性系中的观测
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图 5.1 2013 年­2020 年期间 M87 星系喷流的结构演化。该图引自 [218]。

者，双星运动将不再局限在一个平面内。但我们有如下观察

• 总可以建立一个非惯性参考系，在该参考系中双星运动局限在一个平面内。

• 这一非惯性参考系与观测者所在的惯性参考系之间一定可以通过 Euler 转

动联系起来。

首先定义观测者所在的惯性系为“基本系”，以符号 (𝑋, 𝑌 , 𝑍) 代表。尽管此时

自旋和轨道角动量不再分别守恒，但总角动量 𝑱 = 𝑳 + 𝑺1 + 𝑺2 仍然保持守恒，

所以选择总角动量方向作为基本系的 𝑍 轴。与坐标 (𝑋, 𝑌 , 𝑍) 关联的球坐标系记

96



第 5 章 dCS 引力下的双黑洞系统：自旋进动情形

图 5.2 引力波事件GW200129中较大质量黑洞自旋大小和方向的后验概率密度分布。该图
引自 [210]。为了方便排版，我们将原图逆时针旋转了 90度。Tilt代表了自旋矢量与轨道角动
量之间的夹角 𝜅1，Magnitude 表示无量纲自旋的大小 𝜒1。阴影区域集中在 𝜅1 ≈ 90 deg 附近
表示自转角动量 𝑺1 几乎与轨道平面平行。

做 (𝑟, 𝜃, 𝜙)。
其次定义双星在特定平面轨道内运动的参考系为“轨道系”，以符号 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

表示。考虑到轨道角动量 𝑳 总是垂直于双星相对位置矢量和相对速度矢量张成

的平面内，我们以轨道角动量方向 𝑳̂ 为轨道系的 𝑧 轴。与之关联的球坐标系表

示为 (𝑟, 𝜋/2, 𝜓)。其中 𝑟 与基本系中的 𝑟 含义相同，表示双星相对间距。

轨道系 𝑥 − 𝑦 平面与基本系 𝑋 − 𝑌 平面的重叠部分称为“交线”(node line)，沿

双星相对运动方向，轨道从下向上穿过 𝑋 − 𝑍 平面的点称为升交点 (ascending

node)，反之称为降交点 (descending node)。从质心指向升交点的方向定义为轨道

参考系的 𝑥 轴。因为交线同时垂直于 𝑧 轴和 𝑍 轴，因此 𝒆𝑥 ∝ 𝒆𝑍 × 𝒆𝑧。此外，还

需要定义一组角度：

• 倾角 (inclination) 𝛩：轨道系 𝑧 轴和基本系 𝑍 轴之间的夹角，也就是总角动

量与轨道角动量之间的夹角。

• 升交点赤经 (longitude of the ascending node) 𝛶，代表轨道角动量在 𝑋 − 𝑌
平面上投影的方位角。

• 近心点赤经 (longitude of the pericenter) 𝜓0：轨道近心点与交线之间的夹角。

以上几何关系展示在图 (5.3) 中。

轨道系和基本系之间的变换关系是 Euler 转动，三个 Euler 角中的两个分别

是倾角 𝛩 和升交点赤经 𝛶。第三个 Euler 角记做 𝛼，代表惯性系与非惯性系之间

的洛伦兹推动，由方程 [219]

𝛼̇ = −𝛶̇ cos𝛩 (5.1)

确定。因此 Euler 转动可以记做如下旋转矩阵

(𝒆𝑥, 𝒆𝑦, 𝒆𝑧)
T = ℛ ⋅ (𝒆𝑋 , 𝒆𝑌 , 𝒆𝑍)

T , (5.2)
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图 5.3 进动偏心双星系统的几何构型。其中蓝色实线标记的椭圆为双星系统的相对运动轨
道，中心蓝色点为双星质心，位于蓝色轨道上的蓝色点代表双星相对位置 (或约化单体的位
置)。黑色实线代表了基本系的三根轴，黑色虚线代表了基本系和轨道系的交线。淡蓝色线
条标记了轨道上的特殊点——相对位置 (真近点角 𝑉 ) 和近心点 (赤经 𝜓0)。紫色线条标记了
双黑洞自旋角动量矢量 (𝑺𝐴) 及其方位角 (𝜅𝐴 和 𝜓𝐴)。绿色线标记了轨道角动量的方位角 𝛩
和 𝛶。

ℛ =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos 𝛼 sin 𝛼 0
− sin 𝛼 cos 𝛼 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0
0 cos𝛩 sin𝛩
0 − sin𝛩 cos𝛩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos𝛶 sin𝛶 0
− sin𝛶 cos𝛶 0

0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(5.3)

此外，还可以根据 𝒆𝒳 ≡ 𝒆𝑥、𝒆𝒴 ≡ 𝒆𝑍 × 𝒆𝑥 和 𝒆𝒵 ≡ 𝒆𝑍 定义“共进动系”。在该系

中，轨道角动量仅相对总角动量发生章动而不发生进动，即 𝛩 变化而 𝛶 不变。

5.1.2 轨道运动的几何描述

与自旋平行情形相似，我们不会直接对运动方程和进动方程进行求解，而是

借助能量和角动量将运动方程重新为方程 (4.3) 的形式，再以准开普勒参数化求

解。在自旋进动情形下，基本系中的双星相对位置矢量及其时间导数写为

𝒓 = 𝑟𝒏̂, ̇𝒓 = ̇𝑟𝒏̂ + 𝑟 ̇𝜃𝒆𝜃 + 𝑟 sin 𝜃 ̇𝜙𝒆𝜙. (5.4)

体系的能量和角动量由 𝐸 = 𝜇𝜀 = 𝜇(𝜀N + 𝛿𝜀) 和 𝑳 = 𝜇𝒉 给出，能量仍然可以分

为广义相对论部分和 dCS 修正，dCS 修正对轨道角动量没有修正。借助 Newton

阶机械能和角动量的定义，可以将总能量写为

𝜀 = 1
2 [ ̇𝑟2 + 𝑟2( ̇𝜃2 + sin2 𝜃 ̇𝜙2)] − 𝑚

𝑟 + 𝛿𝜀. (5.5)
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将轨道角动量在基本系中写为

𝒉 = 𝑟2
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

− ̇𝜃 sin𝜙 − ̇𝜙 sin 𝜃 cos 𝜃 cos𝜙
̇𝜃 cos𝜙 − ̇𝜙 sin 𝜃 cos 𝜃 sin𝜙

̇𝜙 sin2 𝜃

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (5.6)

𝒉 的模长 ℎ ≡ |𝒉| 和沿 𝒆𝑍 方向的分量分别是

ℎ2 = 𝑟4 ( ̇𝜃2 + ̇𝜙2 sin2 𝜃) , ℎ cos𝛩 = 𝑟2 ̇𝜙 sin2 𝜃. (5.7)

借助 𝜀, ℎ2, ℎ cos𝛩 等三个参数，运动方程可以有守恒量的表达式 (5.5, 5.6) 改写

为 [182,220]

̇𝑟2 = 2(𝜀 − 𝛿𝜀) + 2𝑚
𝑟 − ℎ2

𝑟2 , (5.8a)

̇𝜙 = ℎ
𝑟2

cos𝛩
sin2 𝜃

, ̇𝜃2 = (
ℎ sin𝛩

𝑟2 )
2

. (5.8b)

可以看到对角向方程的求解依赖于已知的 𝛩，而这需要从进动方程得到。因此我

们不妨采用 {𝛩, 𝛶 } 替代 {𝜃, 𝜙}。一方面，在轨道系中，相对位置矢量可以写为

𝒏̂ = (cos𝜓, sin𝜓, 0)。同时在基本系中可以写为 𝒏̂ = (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃)。
考虑两系之间的坐标变换，𝒏̂ 在基本系中也可以写为

𝒏̂ =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cos𝛶 cos(𝜓 + 𝛼) − cos𝛩 sin𝛶 sin(𝜓 + 𝛼)
cos𝛩 cos𝛶 sin(𝜓 + 𝛼) + sin𝛶 cos(𝜓 + 𝛼)

sin𝛩 sin(𝜓 + 𝛼)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (5.9)

对比基本系中的两个不同表达式可以得到 [182,220]

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

sin 𝜃 cos(𝜙 − 𝛶 ) = cos(𝜓 + 𝛼)
sin 𝜃 sin(𝜙 − 𝛶 ) = cos𝛩 sin(𝜓 + 𝛼)

cos 𝜃 = sin𝛩 sin(𝜓 + 𝛼)
, (5.10)

这将双星在轨道系中的运动与基本系中的运动关联了起来。这样我们就避免了

再通过复杂的方程求解 (𝜃, 𝜙) 运动。取而代之的是求解较为简单的 𝜓 的解，它的

变化率完全由轨道角动量的大小决定，方程是

𝜓̇ = ℎ
𝑟2 . (5.11)

5.1.3 自旋进动的几何描述

因为运动方程 (3.31, 3.38) 涉及到自旋矢量与其他物理量的点乘或叉乘，因

此需要选定一个坐标系将自旋矢量具体的表达出来。我们的选择是轨道参考系，

自旋矢量表示为

𝑺𝐴 = 𝑚2
𝐴𝜒𝐴 (sin 𝜅𝐴 cos𝜓𝐴, sin 𝜅𝐴 sin𝜓𝐴, cos 𝜅𝐴) . (5.12)

99



第 5 章 dCS 引力下的双黑洞系统：自旋进动情形

𝑆𝐴 是自旋矢量的模长，𝜅𝐴 是自旋矢量 𝑺𝐴 与轨道角动量 𝑳 之间的夹角，𝜓𝐴 是

自旋角动量 𝑺𝐴 在轨道平面的投影与交线之间的夹角。这些角度都标记在图 (5.3)

中。

对方程 (3.38) 的求解不是一个容易的工作 [106,166]，在本文中不会真正涉及。

为后文叙述的方便，我们首先说明本文涉及到的几何量——{𝜅𝐴, 𝜓𝐴, 𝛩, 𝛶 } 与自

旋角动量矢量之间都存在直接的关系。一旦将方程 (3.38)，就立刻可以完成对整

个系统动力学的完整讨论。

但是我们从进动方程中不难看到，在后牛顿框架下，自旋进动的时标远远长

于轨道运动的时标。进动时标可以估计为 𝜏precession ∼ 𝒪( ̇𝑺)/𝒪(𝑺) ∼ 𝑚𝑣−5，而轨

道运动的时标是 𝜏orbit ∼ 𝑚𝑣−3，这显著高于自旋进动的时间尺度。这启发我们可

以在不同时间尺度上对轨道运动和自旋进动进行分离。在考察轨道运动时，自

旋矢量仅发生极其微小的变化，为简单期间可以将与自旋相关的几何量视为常

数。反之，一个自旋进动周期内，轨道运动已经完成数百甚至数千次，那么每

个轨道周期内双星运动的“细节”对自旋进动的影响都是不显著的。取而代之的是

轨道运动的平均效应。这就构成了多尺度分析 (multiple­scale analysis) 的主要思

想。在此基础上就实现了轨道运动方程 (3.31) 和自旋进动方程 (3.38) 的相互解

耦。Chatziioannou 和 Loutrel 等人 [106,166]正是这一方法下完成了对进动方程的解

析求解。

本文主要关注双星系统的轨道运动。在后面的计算中，我们将 {𝛩, 𝛶 , 𝜅𝐴, 𝜓𝐴}
的与自旋矢量相关的几何量暂时看做常数。它们在长于轨道周期的时间尺度上

缓慢演化，从而给引力波形带来的复杂的低频调制。这些效应将在未来的研究中

涉及。

5.2 周期平均化轨道角动量作为守恒量
在多尺度分析的框架下，我们原则上已经可以开始针对运动方程 (5.8a, 5.11)

进行参数化求解。但是我们仍然面临一个严重的问题——要积分一个平面内的

运动，至少需要两个守恒量，这两个守恒量一般是能量与角动量的大小。

守恒能量的表达式不难给出。借助方程 (5.12) 中引入的角度，可以将双黑洞

系统的结合能写为 𝜀 = 𝜀N + 𝛿𝜀，其中 dCS 修正是 𝛿𝜀 = 𝛿𝜀SS + 𝛿𝜀MQ，分别是

𝛿𝜀SS = − 25
256

𝜁
𝜈 𝛾3𝜒1𝜒2{ cos 𝜅1 cos 𝜅2

− 1
2 sin 𝜅1 sin 𝜅2 [3 cos 2(𝑉 + 𝜓0 − 𝜓̄) + cos𝛥𝜓] },

(5.13a)
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𝛿𝜀MQ = 201
3584𝜁𝛾3

∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴{ cos2 𝜅𝐴

− 1
2 sin2 𝜅𝐴 [1 + 3 cos 2(𝑉 + 𝜓0 − 𝜓𝐴)] }.

(5.13b)

但是对角动量的大小却并不容易。因为在精确到 2PN 近似时，角动量大小

的守恒性会受到破坏。由总角动量守恒 ̇𝑱 = 0 和进动方程 (3.38) 可以给出轨道角

动量 𝒉 演化方程，其模长的时间导数是

ℎ̇ ≡ 𝒆𝑧 ⋅ 𝒉̇ = −𝜁 (
𝑚
𝑟 )

3

{
75
256

1
𝜈

1
𝑚2

1

1
𝑚2

2
[(𝑺2 ⋅ 𝒏̂)(𝒏̂ × 𝑺1) + (𝑺1 ⋅ 𝒏̂)(𝒏̂ × 𝑺2)]

− 603
1792 ∑

𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

1
𝑚4

𝐴
(𝑺𝐴 ⋅ 𝒏̂)(𝒏̂ × 𝑺𝐴)} ⋅ 𝒆𝑧,

(5.14)

这一变化率在 𝒪(𝜁) 阶次非零。这说明自旋­轨道耦合会导致轨道角动量方向变换

但大小不变，而自旋­自旋耦合和单极­四极耦合既会导致方向变化，也会导致大

小变化。下面，我们首先构造一个新的守恒量——周期平均化的角动量 ℎ̄，然后

根据 ℎ̄ 进一步改写运动方程 (5.8a, 5.11)。

因为 ℎ 守恒性的破坏仅在 2PN 受到破坏，所以针对这一问题的处理只需要

精确到 0PN。我们首先将径向运动参数化为

𝑟 = 𝑚𝑗2 [1 + 𝑎 cos(𝜓 − 𝜓0)]
−1 , (5.15)

其中 𝑗 = ℎ/𝑚，𝑎 是 Newton 阶无量纲化的 Runge­Lenz 矢量的模长，定义为

𝑎 = √1 + 2𝑗2𝜀N, (5.16)

𝜓0 是近心点赤经，在这里仅看做常数。将参数化解 (5.15) 代入方程 (5.14) 给出

𝑚 ̇𝑗 = 𝑗−6 (1 + 𝑎 cos𝑉 )3 × 𝜁{
75
256

1
𝜈 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1 sin 𝜅2 sin 2(𝜓 − 𝜓̄)

− 603
1792 ∑

𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴 sin 2(𝜓 − 𝜓𝐴)}.

(5.17)

其中 𝜓̄ ≡ (𝜓1 + 𝜓2)/2。方程 (5.15) 的高阶修正在方程 (5.17) 中都将进入高于 2PN

的阶次。对 ̇𝑗 做轨道周期平均，并设时间周期为 𝑇，得到

1
𝑇 ∫

𝑇

0
̇𝑗d𝑡 = 0, (5.18)

这一等式启发我们，尽管轨道角动量的模长 𝑗 是随时间变化的，但却只是一个周

期性的震荡。且震荡的幅度相对于平均值是个 2PN 阶次的小量。这就启发我们
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可以以期平均值作为一个新的守恒量，而将残余的震荡作为扰动进行处理。基于

上述讨论，我们正式地定义周期平均化角动量 ̄𝑗 为 [101­103]

̄𝑗 ≡ 1
2𝜋 ∫

𝜓+2𝜋

𝜓
𝑗(𝜓′)d𝜓′, (5.19)

很容易证明这是一个守恒量。轨道角动量的瞬时值 𝑗(𝑡) 是在这一平均值基础上

叠加一个微小的周期震荡得到的。设在某一初始时刻双星相对方位角 𝜓 = 0，对

应轨道角动量大小为 𝑗(𝜓 = 0) = 𝑗0，积分 ̇𝑗 得到

𝑗(𝑉 ) = 𝑗0 + ∫
𝜓

0
̇𝑗 d𝑡
d𝜓′d𝜓′ = 𝑗0 + 𝛿 ̃𝑗(𝑉 ), (5.20)

其中 𝑉 仍然是真近点角，定义为 𝑉 = 𝜓 − 𝜓0。其中修正项 𝛿 ̃𝑗 处于 𝒪(𝜁) 阶次，

其形式必然是以 𝑉 的整数倍为相位的周期震荡。从而保证了 𝑗(𝑉 = 0) = 𝑗(𝑉 =
2𝜋) = 0。将方程 (5.20) 代回平均化角动量的定义 (5.19)，积分得到平均值 ̄𝑗 与初

始值 𝑗0 的关系，将该关系代回到方程 (5.20) 中消除 𝑗0，得到

𝑗(𝑉 ) = ̄𝑗 + 𝛿𝑗, 𝛿𝑗 = 𝛿𝑗SS + 𝛿𝑗MQ, (5.21)

其中 dCS 修正是

𝛿𝑗SS = − 25
512

𝜁
𝜈

1
̄𝑗3 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1 sin 𝜅2{3 cos 2(𝑉 + 𝜓0 − 𝜓̄)

+ ̄𝑎[3 cos(𝑉 + 2(𝜓0 − 𝜓̄)) + cos(3𝑉 + 2(𝜓0 − 𝜓̄))]},
(5.22a)

𝛿𝑗MQ = 201
7168𝜁 1

̄𝑗3 ∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴{3 cos 2(𝑉 + 𝜓0 − 𝜓𝐴)

+ ̄𝑎[3 cos(𝑉 + 2(𝜓0 − 𝜓𝐴)) + cos(3𝑉 + 2(𝜓0 − 𝜓𝐴))]}.
(5.22b)

从而将轨道角动量的大小写成了守恒量与微小的周期扰动之和的形式。其中平

均化 Runge­Lenz 矢量模长是 ̄𝑎 = √1 + 2 ̄𝑗2𝜀N。

5.3 改进的准开普勒参数化
在引入了多尺度分析和平均化轨道角动量作为运动常数后，我们开始将准

开普勒参数化应用于运动方程 (5.8a, 5.11) 的求解。首先在轨道系中的运动方程

改写为

̇𝑟2 = 2(𝜀 − 𝛿𝜀) + 2𝛾 − 𝛾2( ̄𝑗2 + 2 ̄𝑗𝛿𝑗), (5.23)

和

𝑚𝜓̇ = ̄𝑗𝛾2
(1 + 𝛿𝑗

̄𝑗 ) . (5.24)
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该方程是自旋平行情况下运动方程 (4.3) 的自然推广。

该方程的参数化方案最早由 Gergely 等人 [101,103]给出。但是这一参数化方

案在 ̄𝑎 → 0 时存在奇点，导致了参数化解在零偏心率极限时失效 [221]。Klein 等

人 [104­105]改进了这一参数化，得到了在 ̄𝑎 = 0 处平滑的结果。该结果是

𝑟 = 𝑚
𝜉 (1 − 𝑒𝑟 cos 𝑢) + 𝑓 (SS)

𝑟 cos(2𝑉 + 2𝜓0 − 𝜓1 − 𝜓2)

+ ∑
𝐴

𝑓 (MQ)
𝑟,𝐴 cos[2𝑉 + 2(𝜓0 − 𝜓𝐴)],

(5.25)

2𝜋
𝐾 𝜓 = 2 tan−1

⎧⎪
⎨
⎪⎩

√
1 + 𝑒𝜓
1 − 𝑒𝜓

tan(
𝑢
2)

⎫⎪
⎬
⎪⎭

+
2

∑
𝑛=1 {𝑓 (SS)

𝜓,𝑛 sin(𝑛𝑉 + 2𝜓0 − 𝜓1 − 𝜓2)

+ ∑
𝐴

𝑓 (MQ)
𝜓,𝑛,𝐴 cos[𝑛𝑉 + 2(𝜓0 − 𝜓𝐴)]},

(5.26)

ℓ ≡ 2𝜋
𝑇 𝑡(𝑢) = 𝑢 − 𝑒𝑡 sin 𝑢, (5.27)

其中 𝑢 是偏近点角，它与真近点角 𝑉 的关系仍由方程 (4.10, 4.11) 给出。我们仍

然以半长轴 𝜉 和径向偏心率 𝑒𝑟 为基本的轨道根数。参数化解中涉及到的几个表

征自旋进动的参数 𝑓 (SS)
𝑟 , 𝑓 (MQ)

𝑟,𝐴 , 𝑓 (SS)
𝜓,𝑛 , 𝑓 (MQ)

𝜓,𝑛,𝐴 表达式如下

𝑓 (SS)
𝑟 = − 25

512𝜁 (
𝑚𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

1
𝜈 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1 sin 𝜅2, (5.28a)

𝑓 (MQ)
𝑟,𝐴 = 201

7168𝜁 (
𝑚𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴, (5.28b)

𝑓 (SS)
𝜓,1 = − 25

256𝜁𝑒𝑟 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2 1
𝜈 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1 sin 𝜅2, (5.28c)

𝑓 (MQ)
𝜓,1,𝐴 = 201

3584𝜁𝑒𝑟 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2 𝑚2

𝑚2
2

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴, (5.28d)

𝑓 (SS)
𝜓,2 = − 25

1024𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2 1
𝜈 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1 sin 𝜅2, (5.28e)

𝑓 (MQ)
𝜓,2,𝐴 = 201

14336𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2 𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴. (5.28f)

轨道根数与守恒量之间的关系是

𝜀 = −𝜉
2 {1 − (

𝜉2

1 − 𝑒2
𝑟 ) 𝛿𝜛} , (5.29a)

̄𝑗 = √
1 − 𝑒2

𝑟
𝜉 {

1 + 1
2 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )
2

(3 + 𝑒2
𝑟 )𝛿𝜛

}
, (5.29b)
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方程 (5.29) 与方程 (4.14, 4.15) 在形式上完全一致，区别在于需要将轨道角动量 𝑗
替换为平均化的轨道角动量 ̄𝑗，并且将修正常数 𝛿𝜛 需要替换为带有自旋进动的

版本

𝛿𝜛 ≡ 𝜁{
25
512

1
𝜈 𝜒1𝜒2 (2 cos 𝜅1 cos 𝜅2 − sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos𝛥𝜓)

− 201
14336 ∑

𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴(1 + 3 cos 2𝜅𝐴)}.

(5.30)

在自旋平行情况时 𝜅𝐴 = 0，定义 (5.30)回到方程 (4.2)。时间偏心率 𝑒𝑡、角向偏心

率 𝑒𝜓、时间周期 𝑇、方位角周期 𝐾 和轨道频率 𝛺 等轨道参数仍然由方程 (4.23,

4.24, 4.26) 给出。主要的区别在于：修正参数 𝛿𝜛 需要替换为带有自旋进动的版

本 (5.30)，角向偏心率 𝑒𝜙 应当替换为轨道系中的对应版本 𝑒𝜓。精确到主导阶，进

动角 𝜓0 可以用进动率乘以真近点角表出，即 𝜓0 = 𝛽𝑉 。最终参数化结果写为

𝛾 = 𝜉
1 − 𝑒2

𝑟
(1 + 𝑒𝑟 cos𝑉 ) + 1

2𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

3
(1 + 𝑒𝑟 cos𝑉 )2

× {
25

256
1
𝜈 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1𝜅2 cos [2(1 + 𝛽)𝑉 − 2𝜓̄]

− 201
3584 ∑

𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴 cos [2(1 + 𝛽)𝑉 − 2𝜓𝐴] },

(5.31)

和

𝜓 = (1 + 𝛽)𝑉 + 𝛿𝜛 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2
𝑒𝑟 sin𝑉 + 1

4𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

× { − 25
256

1
𝜈 𝜒1𝜒2 sin 𝜅1 sin 𝜅2{4𝑒𝑟 sin [(1 + 2𝛽)𝑉 − 2𝜓̄] + sin [2(1 + 𝛽)𝑉 − 2𝜓̄] }

+ ∑
𝐴

201
3584

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴 sin2 𝜅𝐴{4𝑒𝑟 sin [(1 + 2𝛽)𝑉 − 2𝜓𝐴] + sin [2(1 + 𝛽)𝑉 − 2𝜓𝐴] }}.

(5.32)

从径向运动方程 (5.31) 可以看到，在考虑自旋进动后，真正意义上的圆轨道是不

存在的。即使我们令偏心率 𝑒𝑟 = 0 也不能得到 𝛾 是常数这一结论。这是因为自

旋矢量方向的任意性，尤其是平行于轨道平面的分量导致双星轨道平面上出现

了一个新的特殊方向，从而破坏了平面轨道运动原有的几何对称性。因此在后文

中，我们将采用“零偏心率轨道”而不是“圆轨道”来指代 𝑒𝑟 = 0 的极限。

在讨论一般平面轨道运动时，我们曾阐述轨道运动的双周期结构。在考虑了

双星的自旋进动时，参数化解的周期结构将更加复杂，这些周期结构来自于

• 轨道近心点的进动，由 𝜓0 = 𝛽𝑉 描述，相对轨道运动周期在 ∼ 𝒪(𝑣−4) 量

级，将出现在引力波形相位修正的 2PN 阶次。

• 自旋角动量矢量相对总角动量的章动，在数学上由 𝜅𝐴 描述，其演化由进
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动方程 (3.38) 给出，相对轨道运动的周期在 ∼ 𝒪(𝑣−3) 量级，出现在引力波

相位修正的 1.5PN 阶次。

• 自旋角动量矢量绕总角动量方向的漂移，在数学上由 𝜓𝐴 描述，相对轨道

运动的周期在 ∼ 𝒪(𝑣−2) 量级，将会出现在引力波相位修正的 1PN 阶次。

以上效应都为引力波形带来了复杂的低频调制。导致了轨道运动的多重周期结

构。为简单起见，本文主要研究少数轨道周期内的引力辐射及其反作用，将这些

长周期修正项看做常数。

5.4 守恒部分的引力波形
到目前为止，已经给出在轨道参考系中双黑洞系统的运动。基于这一结果，

我们可以构建守恒部分的引力波形。由于标量场不依赖于参考系的选择，因此只

要将 𝒏̂ = (cos𝜓, sin𝜓, 0) 代入方程 (3.61)，即可得到标量辐射的波形

𝜗 = 5
16

𝛼
𝛽𝑚2 (

𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 )
2 1

𝜈
𝑚2
𝑚 𝜒1{

1
8[ − 4𝑒𝑟 cos(𝛽𝑉 + 2𝛼̃ + 𝜓1)

− 2(2 + 𝑒2
𝑟 ) cos[(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼̃ + 𝜓1] − 𝑒2

𝑟 cos[(1 − 𝛽)𝑉 − 2𝛼̃ − 𝜓1]

− 4𝑒𝑟 cos [(2 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼̃ + 𝜓1] − 𝑒2
𝑟 cos[(3 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼̃ + 𝜓1]] sin

2 𝜄 sin 𝜅1

+ 1
8[4𝑒𝑟 cos(𝛽𝑉 − 𝜓1) + 𝑒2

𝑟 cos [(1 − 𝛽)𝑉 + 𝜓1] + 2(2 + 𝑒2
𝑟 ) cos [(1 + 𝛽)𝑉 − 𝜓1]

+ 4𝑒𝑟 cos [(2 + 𝛽)𝑉 − 𝜓1] + 𝑒2
𝑟 cos [(3 + 𝛽)𝑉 − 𝜓1]](3 − cos2 𝜄) sin 𝜅1

+ 1
4[4𝑒𝑟 sin(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) + 2(2 + 𝑒2

𝑟 ) sin[(1 + 𝛽)𝑉 + 𝛼̃] − 𝑒2
𝑟 sin[(1 − 𝛽)𝑉 − 𝛼̃]

+ 4𝑒𝑟 sin[(2 + 𝛽)𝑉 + 𝛼̃] + 𝑒2
𝑟 sin[(3 + 𝛽)𝑉 + 𝛼̃]] sin 𝜄 cos 𝜄 cos 𝜅1} − (1 ↔ 2).

(5.33)

表达式最后的 (1 ↔ 2) 表示将天体的记号 1, 2 进行对换。

同时，我们也可以利用引力辐射的一般表达式 (3.80)，在轨道系中计算引力

波形。这一波形可以清楚地区分为广义相对论部分和 dCS 修正。但对于无穷远

处的观测者来说，还需要将这一波形转换到基本系中。根据第5.1节的讨论，轨

道系和基本系之间由 Euler 转动 (5.3) 联系起来。完成转动后再施加 TT 规范，从

而得到引力波极化，由 𝜉+ = 𝜉TT11 , 𝜉× = 𝜉TT12 给出。

我们仍然希望将总的引力辐射拆分为广义相对论部分和 dCS 修正 𝜉+,× =
𝜉(0)

+,× + 𝛿𝜉+,×，但这对自旋进动系统是无法实现的。因为 dCS 引力对自旋进动产

生修正，进而决定了基本系和轨道系之间的 Euler 变换。因此 dCS 修正项将被

嵌入到低于 2PN 所有阶次的引力波形中。在本文中，这一修正由三个 Euler 角

{𝛩, 𝛶 , 𝛼} 表示。其中 𝛩 带来的调制体现在引力波振幅上，而 {𝛶 , 𝛼} 的调制体现
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在相位上。通过量级分析可知 𝛩 ∼ 𝒪(|𝑺𝐴|/|𝑳|) ∼ 𝒪(𝑣) [166]。因此，通过自旋进

动产生的修正可以根据 sin𝛩 进行 Taylor 展开。

引力波形中 dCS 修正还可以通过对轨道运动的影响实现。这一部分不依赖

章动角 𝛩，而是直接正比于耦合常数 𝜁 和自旋的平方阶，𝜒1𝜒2 或 𝜒2
𝐴。同时带有

{𝛶 , 𝛼, 𝜓𝐴, 𝜅𝐴, 𝜓0} 等参数带来的 2PN 相位修正。

综上所述，我们仍然可以将波形分离为

𝜉+,× = 𝜉(0)
+,× + 𝛿𝜉+,× (5.34)

的形式，但这里的 𝜉(0)
+,× 不再代表广义相对论部分的波形，而是代表通过章动角

引入的 dCS 修正。这部分波形完整地写为

𝜉(0)
+,× = 𝛴(0)

+,× + sin𝛩𝛴(1/2)
+,× + sin2 𝛩𝛴(1)

+,× + sin3 𝛩𝛴(3/2)
+,× + sin4 𝛩𝛴(2)

+,×, (5.35)

其中 𝛴(𝑘)
+,× 在补充材料A.4.1中给出。𝛿𝜉+,× 则代表了通过改变轨道运动而引入的

dCS 修正，可以写为

𝛿𝜉+,× = 𝛿𝜉(SS)
+,× + 𝛿𝜉(MQ)

+,× , (5.36)

其中

𝛿𝜉(SS)
+ = 75

512𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

3 𝜒1𝜒2
𝜈

7

∑
𝑘=0

[𝒜+
𝑘 cos(𝑘𝑉 ) + ℬ+

𝑘 sin(𝑘𝑉 )] , (5.37a)

𝛿𝜉(SS)
× = 75

512𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

3 𝜒1𝜒2
𝜈

7

∑
𝑘=0

[𝒜×
𝑘 cos(𝑘𝑉 ) + ℬ×

𝑘 sin(𝑘𝑉 )] (5.37b)

𝛿𝜉(MQ)
+ = 201

1792𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

3

∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴

7

∑
𝑘=0

[𝒞+
𝐴,𝑘 cos(𝑘𝑉 ) + 𝒟+

𝐴,𝑘 sin(𝑘𝑉 )] , (5.38a)

𝛿𝜉(MQ)
× = 201

1792𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

3

∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴

7

∑
𝑘=0

[𝒞×
𝐴,𝑘 cos(𝑘𝑉 ) + 𝒟×

𝐴,𝑘 sin(𝑘𝑉 )] (5.38b)

振幅因子 𝒜+,×
𝑘 , ℬ+,×

𝑘 , 𝒞+,×
𝐴,𝑘 , 𝒟+,×

𝐴,𝑘 展示在补充材料A.4.2和A.4.3中。如前所述，这些

因子不是常数，而是相对轨道运动更长周期的函数，依赖于 {𝜓0 = 𝛽𝑉 , 𝜅𝐴, 𝜓𝐴}
等参数。但在本文中我们采用多尺度分析方法，只关注双黑洞系统临近并合时刻

的运动和辐射，因此可以将它们视为常数。

但采用多尺度分析只是暂时的做法。未来的第三代引力波探测器将对低频

引力波更加敏感，有望探测到更多的处于旋近时期的双黑洞引力波源 [25­26]。通

过对低频结构的提取，有望对双黑洞自旋做出更好的参数估计。同时，也有望改

善对宇称破缺引力理论的约束。在前面对自旋平行情形的讨论中可以看到，dCS
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修正对引力波的修正完全出现在 2PN 阶次，这是一个非常微弱的修正。但是在

自旋进动情形中，引力波振幅的修正将会体现在更低阶的后牛顿阶次上。这会使

得波形中出现更加显著的相对广义相对论的破缺。同时，dCS引力还会给引力波

形带来多种长周期相位调制。通过较长时间的信号接收，这些相位修正会逐渐累

积，最终形成一个对广义相对论总的偏离。也就允许我们对宇称对称性破缺做出

更紧的约束。

5.5 辐射反作用和残余偏心率
将守恒部分的标量辐射 (5.33) 和引力辐射 (5.35, 5.36) 代入辐射能流 (4.63,

4.68) 和角动量流 (4.78, 4.82)，得到双星系统的能量和角动量损失率。其中能量

的损失很容易计算得到

ℱ = 32
5

𝜈2𝜉5

(1 − 𝑒2
𝑟 )7/2 { (1 + 73

24𝑒2
𝑟 + 37

96𝑒4
𝑟 )

+ 𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

{
𝜒1𝜒2

𝜈 [ (
10775
12288 + 137825

24576 𝑒2
𝑟 + 133925

32768 𝑒4
𝑟 + 49975

196608𝑒6
𝑟 ) cos 𝜅1 cos 𝜅2

− (
4325
24576 + 47675

49152𝑒2
𝑟 + 50375

65536𝑒4
𝑟 + 24325

393216𝑒6
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos𝛥𝜓

− 𝑒2
𝑟 (

118825
32768 + 351775

98304 𝑒2
𝑟 + 112625

524288𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos 2(𝜓̄ + 𝛽𝑉 )]

− ∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴[ (

23869
344064 + 470395

688128𝑒2
𝑟 + 422759

917504𝑒4
𝑟 + 23903

1835008𝑒6
𝑟 )

+ (
49815
114688 + 582273

229376𝑒2
𝑟 + 1731951

917504 𝑒4
𝑟 + 244119

1835008𝑒6
𝑟 ) cos 𝜅2

𝐴

− 𝑒2
𝑟 (

567591
458752 + 563707

458752𝑒2
𝑟 + 535167

7340032𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅2

𝐴 cos 2(𝜓𝐴 + 𝛽𝑉 )]}}.
(5.39)

其中我们仍然将 {𝜓0 = 𝛽𝑉 , 𝜅𝐴, 𝜓𝐴} 等长周期变量看做常数。能流中仅包含了

0PN 部分和 2PN 的 dCS 修正，这是因为自旋进动仅仅以 Euler 转动的形式影响

引力波形，因此在各方向平均的意义上对辐射能流没有贡献。

定义 (4.78, 4.82) 也允许我们计算系统的角动量损失。因为在自旋进动情形

中，系统不再具有特殊的方向，因此角动量损失率的三个分量都不再是零，且

都会对引力波形产生反作用。在本文中，我们首先关心双星轨道运动的辐射衰

减，因此只需要计算轨道角动量损失的大小 (仍然记做 ℒ) 即可。记总角动量损

失为 d𝑱 /d𝑡，其中包含了来自轨道角动量和自旋角动量的损失，即 (d/d𝑡)(𝑳 + 𝑺1 +
𝑺2)。Gergely [101]已经证明了自旋角动量的贡献进入高阶后牛顿修正，因此这里

不再关心。轨道角动量流的大小为 d𝐿/d𝑡 = 𝑳̂ ⋅ (d𝑳/d𝑡)，于是总角动量流的大

小满足 d𝐽/d𝑡 = ̂𝑱 ⋅ (d𝑱 /d𝑡) ∝ ̂𝑱 ⋅ 𝑳̂(d𝐿/d𝑡) ∝ cos𝛩(d𝐿/d𝑡)。因此 ℒ ≡ (d𝐿/d𝑡) =
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(cos𝛩)−1(d𝐽/d𝑡)，详细计算得到

ℒ = 32
5

𝑚𝜈2𝜉7/2

(1 − 𝑒2
𝑟 )2 { (1 + 7

8𝑒2
𝑟 )

+ 𝜁 (
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

{
𝜒1𝜒2

𝜈 [ (
8975
12288 + 1125

512 𝑒2
𝑟 + 16775

32768𝑒4
𝑟 ) cos 𝜅1 cos 𝜅2

− (
475
6144 + 1925

8192𝑒2
𝑟 + 2425

16384𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos𝛥𝜓

− 𝑒2
𝑟 (

7125
8192 + 825

4096𝑒2
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos 2(𝜓̄ + 𝛽𝑉 )]

− ∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴[ (

10679
86016 + 42515

114688𝑒2
𝑟 + 4999

229376𝑒4
𝑟 )

+ (
7261
24576 + 102257

114688𝑒2
𝑟 + 144895

458752𝑒4
𝑟 ) cos 𝜅2

𝐴

− 𝑒2
𝑟 (

31959
114688 + 9045

114688𝑒2
𝑟 ) sin 𝜅2

𝐴 cos 2(𝜓𝐴 + 𝛽𝑉 )]}}.

(5.40)

在自旋进动系统中，我们采用的守恒量是能量和周期平均化的轨道角动量

大小，因此辐射平衡方程应当重写为

d𝐸
d𝑡 = −ℱ, d𝐿̄

d𝑡 = −ℒ. (5.41)

其中 𝐿̄ = 𝜇ℎ̄ = 𝜇𝑚 ̄𝑗。结合方程 (5.29) 并将轨道根数 𝜉 和 𝑒𝑟 看做时间的函数，平

衡方程给出它们的时间变化率。利用轨道频率 𝑥 = (𝑚𝛺)2/3 表示，得到

𝑚d𝑥
d𝑡 = 64

5
𝜈𝑥5

(1 − 𝑒2
𝑟 )7/2 { (1 + 73

24𝑒2
𝑟 + 37

96𝑒4
𝑟 )

+ 𝜁 (
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

{
𝜒1𝜒2

𝜈 [ (
11975
12288 + 102725

24576 𝑒2
𝑟 + 211075

98304 𝑒4
𝑟 + 4325

65536𝑒6
𝑟 ) cos 𝜅1 cos 𝜅2

+ (− 5525
24576 − 12575

49152𝑒2
𝑟 + 39575

196608𝑒4
𝑟 + 4225

131072𝑒6
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos𝛥𝜓

− 𝑒2
𝑟 (

118825
32768 + 351775

98304 𝑒2
𝑟 + 112625

524288𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos 2(𝜓̄ + 𝛽𝑉 )]

− ∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴[ (

14221
344064 + 752599

688128𝑒2
𝑟 + 133405

131072𝑒4
𝑟 + 123063

1835008𝑒6
𝑟 )

+ (
59463

114688 + 42867
32768𝑒2

𝑟 + 28389
131072𝑒4

𝑟 − 7623
262144𝑒6

𝑟 ) cos 𝜅2
𝐴

− 𝑒2
𝑟 (

567591
458752 + 563707

458752𝑒2
𝑟 + 535167

7340032𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅2

𝐴 cos 2(𝜓𝐴 + 𝛽𝑉 )]}},
(5.42)
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和

𝑚d𝑒𝑟
d𝑡 = −304

15
𝜈𝑥4𝑒𝑟

(1 − 𝑒2
𝑟 )5/2 { (1 + 121

304𝑒2
𝑟 )

+ 𝜁 (
𝑥

1 − 𝑒2
𝑟 )

2

{
𝜒1𝜒2

𝜈 [ (
83825
77824 + 180275

155648𝑒2
𝑟 + 56825

622592𝑒4
𝑟 ) cos 𝜅1 cos 𝜅2

+ 1
𝑒2

𝑟
(− 625

77824 − 21975
155648𝑒2

𝑟 + 38675
622592𝑒4

𝑟 + 11275
1245184𝑒6

𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos𝛥𝜓

− (
270975
311296 + 417475

311296𝑒2
𝑟 + 654675

4980736𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅1 sin 𝜅2 cos 2(𝜓̄ + 𝛽𝑉 )]

+ ∑
𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

𝜒2
𝐴[

1
𝑒2

𝑟
(

625
155648 − 445055

2179072𝑒2
𝑟 − 4012101

8716288𝑒4
𝑟 − 705885

17432576𝑒6
𝑟 )

− 1
𝑒2

𝑟
(

625
155648 + 903631

2179072𝑒2
𝑟 + 1790223

8716288𝑒4
𝑟 + 208641

17432576𝑒6
𝑟 ) cos 𝜅2

𝐴

+ (
69435
229376 + 1966089

4358144𝑒2
𝑟 + 3342141

69730304𝑒4
𝑟 ) sin 𝜅2

𝐴 cos 2(𝜓𝐴 + 𝛽𝑉 )]}}.
(5.43)

从偏心率的演化方程 (5.43) 可以看到一个有趣的结论——方程右侧存在正

比于 1/𝑒𝑟 的因子，因此在 𝑒𝑟 → 0 时，d𝑒𝑟/d𝑡 会出现发散。这在物理上是不允许

的。这说明在自旋进动情形下，零偏心率轨道在辐射反作用下是无法稳定存在

的。这与自旋平行运动的情况——零偏心率轨道是辐射反作用导致的双星演化

的最终稳定态——形成了鲜明的对比。

这一效应是标量辐射导致的。在自旋平行情况下，标量辐射表达式 (3.61) 中

𝒏̂ ⋅ ̃𝜟 = 0，非零项代表标量场的四极辐射。对能流和角动量流取 𝑒𝑟 → 0 极限时，

符合恒等式 ℱ = 𝛺ℒ。这表明能量和角动量的损失是“均衡”的，在频率随辐射反

作用增大的同时偏心率单调减小，最终在进入一定高频段后实现圆化。但是在

自旋进动情形中，标量辐射中 𝒏̂ ⋅ ̃𝜟 ≠ 0，这代表了球对称的标量单极辐射。这一

辐射场不依赖于观测者的方位角，仅携带能量而不携带角动量，从而破坏了能

量损失和角动量损失之间的均衡，在数学上导致 𝑒𝑟 → 0 极限下 ℱ = 𝛺ℒ 不再成

立。这是出现上述效应的物理原因。只要一个系统存在标量单极辐射，且在零偏

心率极限下该单极辐射仍然存在，就会出现残余偏心率的现象。类似的效应也出

现在 Horndeski 引力的计算中 [174]。该效应有望成为在引力波观测中区分广义相

对论和标量­张量引力的一个判据。

令方程 (5.43) 右侧为零，给出方程 d𝑒𝑟/d𝑡(𝑒𝑟 = 𝑒min) = 0，从中可以确定一个

辐射反作用下稳定的轨道偏心率值 𝑒min，

𝑒2
min = 625

155648𝜁𝑥2
[

2
𝜈 (𝜒1 sin 𝜅1)(𝜒2 sin 𝜅2) cos𝛥𝜓 − ∑

𝐴

𝑚2

𝑚2
𝐴

(𝜒𝐴 sin 𝜅𝐴)2
]

, (5.44)

这一结果完全依赖于双黑洞自旋在轨道平面上的分量，在自旋平行情况下自动
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消失。假设一个带有偏心率的自旋进动双星系统在 dCS 引力支配下运动和辐射，

当它的初始偏心率大于 𝑒min 时，其偏心率逐渐演化减小到 𝑒min 后停止演化，或

在此之前完成并合。但相反，如果其初始偏心率小于 𝑒min，那么我们将观测到完

全相反的效应，即随着引力波频率的增大，轨道偏心率也随之增大。但是需要指

出的是，这不意味着轨道发生了所谓的“反圆化”。因为在进动系统中，即使不考

虑辐射衰减，真正的圆轨道也是不存在的。偏心率增大不能代表其形状更加偏离

圆形，这只有物理参数层面上的意义，而没有几何参数层面上的意义。

5.6 本章小结
我们在第4章求解了 dCS 引力下自旋平行双黑洞系统的运动和引力辐射，

Loutrel 等人 [106­107]的工作求解了圆轨道、自旋进动的双星系统的运动和引力

辐射。一个自然的推广是将轨道偏心率与自旋进动相互结合。本文对这一研究

进行了初步尝试。在 2PN 阶次，自旋进动破坏了轨道角动量大小的守恒性，我

们仿照 Gergely [101]的做法引入周期平均化轨道角动量 ̄𝑗(5.19) 作为系统新的守恒

量。并推广了 Klein等人 [104­105]的准开普勒参数化方案，给出了轨道参考系中双

黑洞的运动 (5.25, 5.26, 5.27)。受到自旋进动的低频调制，这一参数化解呈现出

丰富而复杂的频谱结构，本文采用多尺度分析对此进行了简化，与自旋进动相关

联的、在长时标上演化的几何量被暂时地看做常数。基于参数化解，我们建立了

守恒部分的标量波形 (5.33) 和引力波形 (5.34)。在考虑自旋进动后，广义相对论

部分的波形会受到修正后自旋进动的影响，因此无法与 dCS 波形确切分离开来。

由于轨道角动量相对总角动量的章动，dCS 修正产生了 0.5PN 阶次的振幅修正。

由于轨道角动量方位角的进动漂移，dCS 修正 1PN 的相位修正。而自旋演化对

轨道运动的修正则成为 2PN的相位修正。这些效应 (尤其是出现在低阶后牛顿阶

次的效应) 会放大 dCS 波形与广义相对论的差别，从而提高我们检验引力的宇称

对称性的能力。我们在本章最后计算了轨道的辐射衰减 (5.42, 5.43)。由于自旋进

动系统中存在单极标量辐射，只携带能量而不携带角动量，因此零偏心率轨道不

再是双星辐射演化的最终稳定末态，这有望成为区分广义相对论和宇称破缺引

力的另一个可观测的判据。
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对称性在现代物理学中占据核心地位，对物理理论对称性的检验是基础物

理发展的重要推动力。宇称对称性同样是引力物理的一个基本特性，对引力宇

称对称性的检验，或者对宇称破缺效应的观测约束是引力实验的一个重要课题。

从理论上讲，dCS引力是宇称破缺引力理论的典型代表，是弦理论在低能极限下

存在的引力修正项，通过对 dCS 引力场方程的求解可以给出对各种天体物理过

程的修正。而通过实验上的观测与上述理论预言的对比，可以给出对宇称破缺效

应的限制。因此，dCS 引力近年来受到了广泛的关注。在这一理论中，引力波在

背景时空中的传播会与背景标量场相互作用，从而诱导出振幅双折射效应，在最

终可观测引力波信号中带来额外的振幅和相位修正。同时，通过标量场和度规场

的耦合，这一理论修正了孤立旋转天体周围的时空结构，从而给人造卫星及其搭

载陀螺仪的运动、脉冲双星的运动带来额外的修正。对这些效应的观测原则上可

以给出对 dCS 引力的约束，从而实现对引力宇称对称性的检验。然而，这些修

正通常十分微弱，通过太阳系和脉冲双星观测给出的约束上限 (√𝛼 ≲ 108km 和

√𝛼 ≲ 104km) [88­89]不能符合弱耦合近似的要求。因此许多研究开始以引力波作

为新的探针以提高对宇称破缺效应的约束能力。

基于准圆轨道双黑洞系统引力波形模板及其 dCS 修正，若干工作 [95­97]使用

已有的引力波观测数据对 dCS理论进行了约束，得到了大致 √𝛼 ≲ 𝒪(10 − 40km)
的约束。然而遗憾的是，这依然超出了弱耦合近似的合理范围 [见图 (4.5, 4.6,

4.7)]。而对未来前景的研究也表明，第三代地基和天基引力波探测同样无法对

dCS 引力给出有效的限制 [98] [见表格 (4.1)]。

引力波的信号提取和参数估计都严重依赖波形模板的精确性，更精确的波

形模板可以提高引力波事件的信噪比，给出对模型参数更强约束。基于这一目

标，本文对 dCS 引力下双黑洞系统的建模和引力波形的计算进行了改进和推广。

在第3章中，我们在后牛顿框架下对修正的 MPD 方程进行了处理，得到了双黑

洞系统的运动方程 d𝒗/d𝑡 = 𝒂 (3.31) 和进动方程 d𝑺1 = 𝜴12 × 𝑺1 (3.38)。对修正的

线性化引力场方程进行了多极展开和推迟积分，得到了辐射波形的一般表达式 𝜗
(3.61) 和 𝑘̄𝑖𝑗 (3.80)。在辐射阶段，引力场和标量场解耦，一方面造成了 dCS 理论

中引力波不存在额外极化模式，另一方面导致了引力波在产生阶段不会出现振

幅双折射效应 [92]。这更加重了我们检验宇称对称性的难度。

在第4章中，我们关注了一类自旋平行的特殊双黑洞系统，其中自旋进动消

失，双星的运动局限在轨道平面内。我们在 dCS 引力中推广了准开普勒参数化

方案，以描述双星在轨道平面上的一般运动。基于运动方程的求解，我们解析
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地给出了双黑洞辐射的引力波形、能量和角动量损失、轨道的辐射衰减，并在

小偏心率近似下给出可直接用于引力波信号提取和参数估计的频域信号 𝐻̃(𝑓)
(4.111) [100]。通过广义相对论波形与 dCS 波形之间不匹配度的计算，我们发现，

偏心率的引入有助于改善对宇称破缺的检验能力，但对第二代引力波探测器仍

然具有挑战性 [见图 (4.8)]。

第5章对自旋进动的双黑洞系统进行了初步研究。自旋进动系统的运动可以

拆分为轨道平面上的运动和轨道平面的演化，本文主要关注轨道运动部分。我们

采用多尺度分析对两部分运动在不同演化时标上进行了分离，引入平均化轨道

角动量作为新的守恒量，推广和改进了准开普勒参数化方案，最终建立起双星

在轨道参考系中运动的描述 (5.25, 5.26, 5.27)，构建了守恒部分的引力波形 (5.33,

5.34)，并研究了轨道根数的辐射演化 (5.42, 5.43)。最后我们发现 dCS 引力中的

标量单极辐射会破坏零偏心率轨道的稳定性，导致双星系统在演化末期总是带

有一个残余偏心率 (5.44)，为未来区分广义相对论和宇称破缺理论提供一种可能

的判断方法。

我们在未来的研究目标仍然是借助引力波观测给出引力宇称对称性更严格

的检验。在波源建模和波形计算层面上，首先完成轨道偏心率效应和自旋进动

效应的结合，并最终建立对一般轨道上双黑洞系统运动、引力辐射和辐射演化

的描述。这有望成为第一个在修改引力框架下对自旋进动­偏心率轨道双黑洞系

统的完整建模。并将相关的方法继续推广一般宇称破缺的标量­张量引力 [75]和

Nieh­Yan 引力 [66­67]等其他带有宇称破缺效应的理论中。进一步地，我们将基于

新提出的波形模板，使用现有的引力波探测数据重新进行执行 Bayes 推断，并

有望实现对 dCS 耦合参数和其他宇称破缺引力理论的更严格约束。再进一步地，

我们还将评估未来引力波探测器观测引力宇称对称性的能力。总之，本工作和一

系列未来计划旨在通过改进波源建模和波形模板构建，并结合实际观测以获得

更严格的引力宇称对称性检验

对宇称破缺引力中引力波形模板的构建也不应局限在恒星质量双黑洞系统。

随着引力波探测技术的发展进步，更宽频段的引力波信号有望在未来几十年中

被探测到。例如，极端质量比旋近 (extreme mass ratio inspiral, EMRI) 系统是天基

引力波探测器的主要目标源之一 [28]。广义相对论的偏离会在长时标的信号探测

中累积放大，从而更容易地被观测到。本文所使用的运动方程可以进一步推广到

EMRI系统，用来刻画旋近小天体的轨道和进动，结合黑洞扰动理论 [222­224]给出

引力波形，并用于探测器检验宇称对称性能力的定量估计。

最后，引力波形的构建应当逐步地超越后牛顿框架。因为双黑洞并合过程的

主要引力波辐射来自并合瞬间前后，在这个时段内后牛顿近似失效，引力场的行

为变得高度非线性化。目前，Okounkova 等人 [225­227]已经在数值相对论框架下

112



第 6 章 结论与展望

对 dCS 双星系统进行了初步探索。数值相对论模拟的成功突破将推动我们在宇

称破缺引力下理解强场的行为，并且在与观测数据的结合中给出更加坚实可靠

的限制和约束。
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A.1 慢转动黑洞 𝒪(𝛼̂2 ̂𝜒2)阶扰动方程及其求解
将方程 (2.44) 记做 𝐺(2,2)

𝜇𝜈 = 𝑆(2,2)
𝜇𝜈 ，分别都有 (𝑡𝑡), (𝑟𝑟), (𝑟𝜃), (𝜃𝜃), (𝜑𝜑) 等五个

非零分量。这些分量全都对应偶宇称扰动，因此可以用七个偶宇称的张量球谐函

数作为完备基底进行如下形式的分解，

𝑆(2,2)
𝑡𝑡 =

2

∑
ℓ=0

𝐴ℓ(𝑟)𝑌ℓ0(𝜃), (A.1a)

𝑆(2,2)
𝑟𝑟 =

2

∑
ℓ=0

𝐵ℓ(𝑟)𝑌ℓ0(𝜃), (A.1b)

𝑆(2,2)
𝜃𝜃 =

2

∑
ℓ=0

𝑋ℓ(𝑟)𝑌ℓ0(𝜃) + 𝑈2(𝑟) (
∂2

∂𝜃2 − cot 𝜃 ∂
∂𝜃 ) 𝑌20(𝜃), (A.1c)

𝑆(2,2)
𝜑𝜑 =

2

∑
ℓ=0

𝑋ℓ(𝑟) sin2 𝜃𝑌ℓ0(𝜃) − 𝑈2(𝑟) sin2 𝜃 (
∂2

∂𝜃2 − cot 𝜃 ∂
∂𝜃 ) 𝑌20(𝜃), (A.1d)

𝑆(2,2)
𝑟𝜃 =

2

∑
ℓ=1

𝐺ℓ(𝑟) ∂
∂𝜃 𝑌ℓ0(𝜃). (A.1e)

其中展开系数可以在文献 [90]中找到。方程 (2.44) 左侧也可以做相同的展开，从

而得到径向函数 𝐹ℓ(𝑟)、𝐻ℓ(𝑟) 和 𝐾ℓ(𝑟) 的一组常微分方程

𝑓 2(𝑟)
𝑟 𝐹 ′

0 (𝑟) + 𝑓(𝑟)
𝑟2 𝐹0(𝑟) = 𝐴0 (A.2a)

𝑓 2(𝑟)
𝑟 𝐹 ′

1 (𝑟) + 2𝑓(𝑟)
𝑟2 𝐹1(𝑟) = 𝐴1 (A.2b)

𝑓 2(𝑟)
𝑟 𝐹 ′

2 (𝑟) + 4𝑓(𝑟)
𝑟2 𝐹2(𝑟) − 𝑓 2(𝑟)𝐾″

2 (𝑟)

− 𝑓(𝑟)
𝑟 (3 − 5𝔪

𝑟 ) 𝐾′
2(𝑟) + 𝑓(𝑟)

𝑟2 𝐾2(𝑟) = 𝐴2

(A.2c)

− 1
𝑟2𝑓(𝑟)

𝐹0(𝑟) − 1
𝑟 𝐻′

0(𝑟) = 𝐵0 (A.2d)

− 1
𝑟2𝑓(𝑟)

𝐹1(𝑟) − 1
𝑟 𝐻′

1(𝑟) + 1
𝑟2𝑓(𝑟)

𝐻1(𝑟) = 𝐵1 (A.2e)

− 1
𝑟2𝑓(𝑟)

𝐹2(𝑟) − 1
𝑟 𝐻′

2(𝑟) + 3
𝑟2𝑓(𝑟)

𝐻2(𝑟)

+ 𝑟 − 𝔪
𝑟2𝑓(𝑟)

𝐾′
2(𝑟) − 2

𝑟2𝑓(𝑟)
𝐾2(𝑟) = 𝐵2

(A.2f)

− 𝑟 − 𝔪
2 𝐹 ′

0 (𝑟) − 𝑟2𝑓(𝑟)
2 𝐻″

0 (𝑟) − 1
2(𝑟 + 𝔪)𝐻′

0(𝑟) = 𝑟2

√2
𝑋0 (A.2g)
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− 𝑟 − 𝔪
2 𝐹 ′

1 (𝑟) + 1
2 [𝐻1(𝑟) − 𝐹1(𝑟)]

− 𝑟2𝑓(𝑟)
2 𝐻″

1 (𝑟) − 𝑟 + 𝔪
2 𝐻′

1(𝑟) = 𝑟2

√2
𝑋1,

(A.2h)

− 𝑟 − 𝔪
2 𝐹 ′

2 (𝑟) + 3
2 [𝐻2(𝑟) − 𝐹2(𝑟)] − 𝑟2𝑓(𝑟)

2 𝐻″
2 (𝑟)

− 𝑟 + 𝔪
2 𝐻′

2(𝑟) + 𝑟2𝑓(𝑟)
2 𝐾″

2 (𝑟) + (𝑟 − 𝔪)𝐾′
2(𝑟) = 𝑟2

√2
𝑋2

(A.2i)

1
4 [𝐻2(𝑟) − 𝐹2(𝑟)] = 𝑟2

4√3
𝑈2 (A.2j)

𝑟 − 𝔪
4𝑟2𝑓(𝑟)

𝐹1(𝑟) − 1
4𝐻′

1(𝑟) − 𝑟 − 3𝔪
4𝑟2𝑓(𝑟)

𝐻1(𝑟) − 1
4𝐾′

1(𝑟) = 𝑟
2𝐺1 (A.2k)

𝑟 − 𝔪
4𝑟2𝑓(𝑟)

𝐹2(𝑟) − 1
4𝐻′

2(𝑟) − 𝑟 − 3𝔪
4𝑟2𝑓(𝑟)

𝐻2(𝑟) − 1
4𝐾′

2(𝑟) = 𝑟2

4√3
𝐺2. (A.2l)

其中共包含 12 个方程，涉及到 𝐻ℓ=0,1,2，𝐹ℓ=0,1,2 和 𝐾ℓ=2 等 7 个未知函数。对

ℓ = 1 的方程，由于 𝐴1 = 𝐵1 = 𝐺1 = 𝑋1 = 0，对应四个方程为齐次方程，于是得

到 𝐻1 = 𝐹1 = 0。ℓ = 0 的 3 个方程给出 𝐻0, 𝐹0 两个未知函数的解，ℓ = 2 的 5 个

方程给出 𝐻2, 𝐹2, 𝐾2 等三个未知函数的解。它们依次是 [90]

𝐹0(𝑟) = −
25√𝜋
12𝑟4𝛽

𝜋
𝑓(𝑟) {1 + 3𝔪

𝑟 + 𝒪 [(
𝔪
𝑟 )

2

]} , (A.3a)

𝐻0(𝑟) = −
5√𝜋
12𝑟4𝛽

𝔪
𝑟

𝜋
𝑓(𝑟) {1 + 100𝔪

𝑟 + 𝒪 [(
𝔪
𝑟 )

2

]} , (A.3b)

𝐻2(𝑟) = 201√5𝜋
140𝑟4𝛽

𝑟
𝔪

𝜋
𝑓(𝑟) {1 + 𝔪

𝑟 + 𝒪 [(
𝔪
𝑟 )

2

]} , (A.3c)

𝐹2(𝑟) = 201√5𝜋
140𝑟4𝛽

𝑟
𝔪𝜋 {1 + 1459

603
𝔪
𝑟 + 𝒪 [(

𝔪
𝑟 )

2

]} , (A.3d)

𝐾2(𝑟) = 201√5𝜋
140𝑟4𝛽

𝑟
𝔪𝜋 {1 + 1420

603
𝔪
𝑟 + 𝒪 [(

𝔪
𝑟 )

2

]} . (A.3e)

在求解上述非齐次方程时，均要求了径向函数的解在 𝑟 → ∞ 区域快于 1/𝑟 衰减，

这保证了我们所解出的黑洞是渐近平坦时空。

A.2 对旋转张量 𝛺𝜇𝜈 的变分
对旋转张量的变分 𝛺𝜇𝜈 是

𝛥𝛺𝜇𝜈 = 𝛥 [𝑒(𝛼)𝜇 𝐷
𝐷𝜏 𝑒𝜈

(𝛼)] = [𝛥𝑒(𝛼)𝜇] 𝑢𝜆∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼)

+ 𝑒(𝛼)𝜇 (𝛥𝑢𝜆) ∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼) + 𝑒(𝛼)𝜇𝑢𝜆𝛥 [∇𝜆𝑒𝜈

(𝛼)] .
(A.4)
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方程 (A.4) 第一项是

[𝛥𝑒(𝛼)𝜇] 𝑢𝜆∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼) = 𝑒(𝛼)𝜆 [𝛥𝑒(𝛼)𝜇] 𝛺𝜆𝜈 = [𝛥𝛩𝜆𝜇 − 1

2𝑔𝜆𝛼𝑔𝜇𝛽 (𝛿𝑧𝑔𝛼𝛽)] 𝛺 𝜈
𝜆 , (A.5)

其中 𝛥𝛩𝜇𝜈 的定义在方程 (2.115)。方程 (A.4) 的第二项可以借助 (2.113) 给出

𝑒(𝛼)𝜇 (𝛥𝑢𝜆) ∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼) = 𝑒(𝛼)𝜇

[
𝐷

𝐷𝜏 (𝛿𝑧𝜆)] ∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼) (A.6)

方程 (A.4) 的第三项是

𝑒(𝛼)𝜇𝑢𝜆𝛥 [∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼)] = 𝑒(𝛼)𝜇𝑢𝜆

{[𝛥, ∇𝜆]𝑒𝜈
(𝛼) + ∇𝜆 [𝛥𝑒𝜈

(𝛼)]}
= 𝑒(𝛼)𝜇𝑢𝜆 [𝛥, ∇𝜆] 𝑒𝜈

(𝛼) + 𝑢𝜆∇𝜆 [𝑒(𝛼)𝜇𝛥𝑒𝜈
(𝛼)] − [𝛥𝑒(𝛼)𝜈] 𝑢𝜆∇𝜆𝑒𝜇

(𝛼),
(A.7)

其中 (A.7) 第一项中的对易关系计算为

[𝛥, ∇𝜆] 𝑒𝜈
(𝛼) = [(𝛿𝑧𝛤 𝜈

𝜆𝛾 ) + (𝛿𝑧𝛽)𝑅𝜈
𝛾𝛽𝜆] 𝑒𝛾

(𝛼), (A.8)

方程 (A.7) 第二项可以代换为 𝛥𝛩𝜇𝜈，而第三项恰好与第一项相同，于是得到

𝑒(𝛼)𝜇𝑢𝜆𝛥 [∇𝜆𝑒𝜈
(𝛼)] = 1

2𝑔𝜇𝛽𝑔𝛾𝜈𝑢𝜆 [∇𝛽(𝛿𝑧𝑔𝜆𝛾 ) − ∇𝛾 (𝛿𝑧𝑔𝜆𝛽)] + 𝑢𝜆𝛿𝑧𝛾𝑅𝜇𝜈
𝜆𝛾

+ 𝐷
𝐷𝜏 (𝛥𝛩𝜇𝜈) − [𝛥𝛩𝜆𝜇 − 1

2𝑔𝜆𝛼𝑔𝜈𝛽 (𝛿𝑧𝑔𝛼𝛽)] 𝛺 𝜇
𝜆 .

(A.9)

综合方程 (A.5, A.6, A.9)得到方程 (2.114)。最后方程 (2.112)中的对 𝑔𝜇𝜈 的导数由

(2.110) 给出。

A.3 频域波形中的振幅修正

A.3.1 广义相对论部分
广义相对论部分的修正振幅是

̄𝒜1,2 = 𝒜(0)
1 ℱ (−)

𝑑 {− 7
96𝑒3

0𝜒−19/6
𝑓 } , (A.10a)

̄𝒜2,2 = 𝒜(0)
2 ℱ (−)

𝑑 {− 1
16𝑒4

0𝜒−38/9
𝑓 } , (A.10b)

̄𝒜1,−2 = 𝒜(0)
1 ℱ (+)

𝑑 {−3
4𝑒0𝜒−19/18

𝑓 + 𝑒3
0 [

10277
2432 𝜒−19/6

𝑓 − 3323
2432𝜒−19/18

𝑓 ]} , (A.10c)

̄𝒜2,−2 = 𝒜(0)
2 ℱ (+)

𝑑 {1 − 277
48 𝑒2

0𝜒−19/9
𝑓 + 𝑒4

0 [
3260071
87552 𝜒−38/9

𝑓 − 920471
43776 𝜒−19/9

𝑓 ]} , (A.10d)

̄𝒜3,−2 = 𝒜(0)
3 ℱ (+)

𝑑 {
9
4𝑒0𝜒−19/18

𝑓 + 𝑒3
0 [

9969
2432𝜒−19/18

𝑓 − 40863
2432 𝜒−19/6

𝑓 ]} , (A.10e)

̄𝒜4,−2 = 𝒜(0)
4 ℱ (+)

𝑑 {4𝑒2
0𝜒−19/9

𝑓 + 𝑒4
0 [

3323
228 𝜒−19/9

𝑓 − 1431
38 𝜒−38/9

𝑓 ]} , (A.10f)

̄𝒜5,−2 = 𝒜(0)
5 ℱ (+)

𝑑 {
625
96 𝑒3

0𝜒−19/6
𝑓 } , (A.10g)

̄𝒜6,−2 = 𝒜(0)
6 ℱ (+)

𝑑 {
81
8 𝑒4

0𝜒−38/9
𝑓 } , (A.10h)
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̄𝒜1,0 = 𝒜(0)
1 ℱ (0)

𝑑 {−1
2𝑒0𝜒−19/18

𝑓 + 𝑒3
0 [

9517
3648𝜒−19/6

𝑓 − 3323
3648𝜒−19/18

𝑓 ]} , (A.10i)

̄𝒜2,0 = 𝒜(0)
2 ℱ (0)

𝑑 {−1
2𝑒2

0𝜒−19/9
𝑓 + 𝑒4

0 [
3305
912 𝜒−38/9

𝑓 − 3323
1824𝜒−19/9

𝑓 ]} , (A.10j)

̄𝒜3,0 = 𝒜(0)
3 ℱ (0)

𝑑 {− 9
16𝑒3

0𝜒−19/6
𝑓 } , (A.10k)

̄𝒜4,0 = 𝒜(0)
4 ℱ (0)

𝑑 {−2
3𝑒4

0𝜒−38/9
𝑓 } . (A.10l)

其中定义了关于响应函数的系数

ℱ (0)
𝑑 = sin2 𝜄𝐹+, ℱ (±)

𝑑 = [(1 + cos2 𝜄)𝐹+ ± 2𝑖 cos 𝜄𝐹×] 𝑒∓2𝑖𝜔. (A.11)

A.3.2 dCS修正部分

𝛿𝒜1,2 = 𝒜(0)
1 ℱ (−)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 { [𝑒3
0 (− 2275

9437184𝜒−9/2
𝑓 + 875

3145728𝜒−19/6
𝑓 )] 𝛥2

+ [𝑒3
0 (− 287

4608𝜒−9/2
𝑓 − 15941

23040𝜒−19/6
𝑓 + 112

15 𝜒−3/2
𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)] 𝛿𝜛},

(A.12a)

𝛿𝒜2,2 = 𝒜(0)
2 ℱ (−)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 { [𝑒4
0 (− 325

1179648𝜒−50/9
𝑓 + 725

2359296𝜒−38/9
𝑓 )] 𝛥2

+ [𝑒4
0 (− 41

576𝜒−50/9
𝑓 − 371

960𝜒−38/9
𝑓 + 16

5 𝜒−23/9
𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)] 𝛿𝜛},

(A.12b)

𝛿𝒜1,−2 = 𝒜(0)
1 ℱ (+)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[𝑒0 (− 325
393216𝜒−43/18

𝑓 + 475
393216𝜒−19/18

𝑓 ) + 𝑒3
0(

3340025
239075328𝜒−9/2

𝑓

− 1034275
88080384𝜒−19/6

𝑓 − 13338125
5020581888𝜒−43/18

𝑓 + 83075
37748736𝜒−19/18

𝑓 )]𝛥2

+ [𝑒0 (− 41
192𝜒−43/18

𝑓 + 623
320𝜒−19/18

𝑓 − 384
5 𝜒11/18

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒3
0(

421357
116736𝜒−9/2

𝑓 − 1587076063
69457920 𝜒−19/6

𝑓 − 3366541
2451456𝜒−43/18

𝑓 + 2070229
583680 𝜒−19/18

𝑓

+ (
67768
285 𝜒−3/2

𝑓 − 13292
95 𝜒11/18

𝑓 ) (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)]𝛿𝜛},

(A.12c)

𝛿𝒜2,−2 = 𝒜(0)
2 ℱ (+)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[ − 25
49152 + 𝑒2

0 (− 90025
7077888𝜒−31/9

𝑓 + 40175
3538944𝜒−19/9

𝑓 )

+ 𝑒4
0(

1059523075
6455033856𝜒−50/9

𝑓 − 11491459625
90370473984𝜒−38/9

𝑓 − 2894366075
45185236992𝜒−31/9

𝑓

+ 133501525
3227516928𝜒−19/9

𝑓 )]𝛥2 + [ (−29
15 + 256

5 𝜒5/3
𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒2
0 (−11357

3456 𝜒−31/9
𝑓 + 3680737

293760 𝜒−19/9
𝑓 − 7448

45 𝜒−4/9
𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒4
0(

133662911
3151872 𝜒−50/9

𝑓 − 686542948523
5231278080 𝜒−38/9

𝑓 − 598353517
22063104 𝜒−31/9

𝑓

+ 643741529
14100480 𝜒−19/9

𝑓 + (
157387

135 𝜒−23/9
𝑓 − 162827

270 𝜒−4/9
𝑓 ) (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)]𝛿𝜛},

(A.12d)
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𝛿𝒜3,−2 = 𝒜(0)
3 ℱ (+)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[𝑒0 (
325

131072𝜒−43/18
𝑓 − 475

131072𝜒−19/18
𝑓 ) + 𝑒3

0( − 4426825
79691776𝜒−9/2

𝑓

+ 1496275
29360128𝜒−19/6

𝑓 + 13338125
1673527296𝜒−43/18

𝑓 − 83075
12582912𝜒−19/18

𝑓 )]𝛥2

+ [𝑒0 (
41
64𝜒−43/18

𝑓 − 2759
960 𝜒−19/18

𝑓 + 384
5 𝜒11/18

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒3
0( − 558461

38912 𝜒−9/2
𝑓 + 1981498061

69457920 𝜒−19/6
𝑓 + 3366541

817152 𝜒−43/18
𝑓 − 9168157

1751040𝜒−19/18
𝑓

+ (−107896
285 𝜒−3/2

𝑓 + 13292
95 𝜒11/18

𝑓 ) (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)]𝛿𝜛},

(A.12e)

𝛿𝒜4,−2 = 𝒜(0)
4 ℱ (+)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[𝑒2
0 (

325
36864𝜒−31/9

𝑓 − 25
2304𝜒−19/9

𝑓 ) + 𝑒4
0( − 51675

311296𝜒−50/9
𝑓

+ 678425
4358144𝜒−38/9

𝑓 + 10448975
235339776𝜒−31/9

𝑓 − 83075
2101248𝜒−19/9

𝑓 )]𝛥2

+ [𝑒2
0 (

41
18𝜒−31/9

𝑓 − 101
30 𝜒−19/9

𝑓 + 512
5 𝜒−4/9

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)

+ 𝑒4
0( − 6519

152 𝜒−50/9
𝑓 + 39932437

813960 𝜒−38/9
𝑓 + 2160121

114912 𝜒−31/9
𝑓 − 335623

27360 𝜒19/9
𝑓

+ (−602032
855 𝜒−23/9

𝑓 + 106336
285 𝜒−4/9

𝑓 ) (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)]𝛿𝜛},

(A.12f)

𝛿𝒜5,−2 = 𝒜(0)
5 ℱ (+)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 { [𝑒3
0 (

203125
9437184𝜒−9/2

𝑓 − 78125
3145728𝜒−19/6

𝑓 )] 𝛥2

+ [𝑒3
0 (−16025

4608 𝜒−19/6
𝑓 + 25625

4608 𝜒−9/2
𝑓 + 400

3 𝜒−3/2
𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)] 𝛿𝜛},

(A.12g)

𝛿𝒜6,−2 = 𝒜(0)
6 ℱ (+)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 { [𝑒4
0 (

2925
65536𝜒−50/9

𝑓 − 6525
131072𝜒−38/9

𝑓 )] 𝛥2

+ [𝑒4
0 (−63

20 + 369
32 𝜒−4/3

𝑓 + 864
5 𝜒−23/9

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)] 𝛿𝜛},
(A.12h)

𝛿𝒜1,0 = 𝒜(0)
1 ℱ (0)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[𝑒0 (− 325
589824𝜒−43/18

𝑓 + 475
589824𝜒−19/18

𝑓 ) + 𝑒3
0(

3093025
358612992𝜒−9/2

𝑓

− 929275
132120576𝜒−19/6

𝑓 − 13338125
7530872832𝜒−43/18

𝑓 + 83075
56623104𝜒−19/18

𝑓 )]𝛥2

+ [𝑒0 (− 41
288𝜒−43/18

𝑓 + 473
288𝜒−19/18

𝑓 ) + 𝑒3
0(

390197
175104𝜒−9/2

𝑓

− 2356153
408576 𝜒−19/6

𝑓 − 3366541
3677184𝜒−43/18

𝑓 + 1571779
525312 𝜒−19/18

𝑓 )]𝛿𝜛},

(A.12i)

𝛿𝒜2,0 = 𝒜(0)
2 ℱ (0)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 {[𝑒2
0 (− 325

294912𝜒−31/9
𝑓 + 25

18432𝜒−19/9
𝑓 ) + 𝑒4

0(
1074125
67239936𝜒−50/9

𝑓

− 13303375
941359104𝜒−38/9

𝑓 − 10448975
1882718208𝜒−31/9

𝑓 + 83075
16809984𝜒−19/9

𝑓 )]𝛥2

+ [𝑒2
0 (− 41

144𝜒−31/9
𝑓 + 305

144𝜒−19/9
𝑓 ) + 𝑒4

0(
135505
32832 𝜒−50/9

𝑓

− 1410677
114912 𝜒−38/9

𝑓 − 2160121
919296 𝜒−31/9

𝑓 + 1013515
131328 𝜒−19/9

𝑓 )]𝛿𝜛},

(A.12j)
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𝛿𝒜3,0 = 𝒜(0)
3 ℱ (0)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 { [𝑒3
0 (− 975

524288𝜒−9/2
𝑓 + 1125

524288𝜒−19/6
𝑓 )] 𝛥2

+ [𝑒3
0 (−123

256𝜒−9/2
𝑓 + 747

256𝜒−19/6
𝑓 + 864

5 𝜒−23/9
𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)] 𝛿𝜛},

(A.12k)

𝛿𝒜4,0 = 𝒜(0)
4 ℱ (0)

𝑑
̃𝑢4
𝑓

𝜈4/5 { [𝑒4
0 (− 325

110592𝜒−50/9
𝑓 + 725

221184𝜒−38/9
𝑓 )] 𝛥2

+ [𝑒4
0 (

221
54 𝜒−38/9

𝑓 − 41
54𝜒−50/9

𝑓 + 864
5 𝜒−23/9

𝑓 (2𝜋ℳ𝐹0)5/3ℓ𝑐)] 𝛿𝜛},
(A.12l)

其中定义了系数

𝒜(0)
𝑛 ≡ −√

5
96𝜋−2/3 ℳ5/6

𝑅 𝑓 −7/6
(

𝑛
2)

2/3
. (A.13)

A.4 进动双星引力和标量辐射表达式中涉及的系数

A.4.1 波形 𝜉(0)
+,×中涉及系数的表达式

𝛴+
(0) = 1

2
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟
𝑒2

𝑟 sin
2 𝜄 cos𝑉 + 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 { − 1

2𝑒2
𝑟 cos 2(𝛽𝑉 + 𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )

− 5
4𝑒𝑟 cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )] − cos[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]

− 1
4𝑒𝑟 cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]}(1 + cos2 𝜄),

(A.14a)

𝛴+
(1/2) = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 {2𝑒2

𝑟 cos(𝛽𝑉 + 𝛼) cos(𝛽𝑉 + 𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ) + 𝑒𝑟 cos(𝜔 + 𝛶 )

+ 5
2𝑒𝑟 cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ] + 2 cos[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ]

+ 1
2𝑒𝑟 cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ]} sin 𝜄 cos 𝜄,

(A.14b)

𝛴+
(1) = −3

2
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 {𝑒2

𝑟 cos2(𝛽𝑉 + 𝛼) + 1
2𝑒𝑟 cos𝑉 + 5

4𝑒𝑟 cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]

+ cos[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼] + 1
2𝑒𝑟 cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]} sin2 𝜄

+ 𝜉
1 − 𝑒2

𝑟 {
1
2𝑒2

𝑟 cos(𝛽𝑉 + 𝛼) cos[𝛽𝑉 + 𝛼 + 2(𝜔 + 𝛶 )] + 1
4𝑒𝑟 cos 2(𝜔 + 𝛶 ) cos𝑉

+ 5
8𝑒𝑟 cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )] + 1

2 cos[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]

+ 1
8𝑒𝑟 cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]}(1 + cos2 𝜄),

(A.14c)

𝛴+
(3/2) = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟

{−𝑒2
𝑟 cos2(𝛽𝑉 + 𝛼) − 1

2𝑒𝑟 cos𝑉 − 5
4𝑒𝑟 cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]

− cos[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼] − 1
4𝑒𝑟 cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]} sin 𝜄 cos 𝜄 cos(𝜔 + 𝛶 ),

(A.14d)

𝛴+
(2) = − 1

16
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 {𝑒2

𝑟 sin 2(𝛽𝑉 + 𝛼) + 5
2𝑒𝑟 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]

+ 2 sin[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼] + 1
2𝑒𝑟 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]}(1 + cos2 𝜄) sin 2(𝜔 + 𝛶 ),

(A.14e)
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𝛴×
(0) = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 { − 𝑒2

𝑟 sin 2(𝛽𝑉 + 𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ) − 5
2𝑒𝑟 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]

− 2 sin[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )] − 1
2𝑒𝑟 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]} cos 𝜄,

(A.15a)

𝛴×
(1/2) = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 {2𝑒2

𝑟 cos(𝛽𝑉 + 𝛼) sin(𝛽𝑉 + 𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )

+ 𝑒𝑟 cos𝑉 sin(𝜔 + 𝛶 ) + 5
2𝑒𝑟 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ]

+ 2 sin[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ] + 1
2𝑒𝑟 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼 + 𝜔 + 𝛶 ]} sin 𝜄,

(A.15b)

𝛴×
(1) = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 {𝑒2

𝑟 cos(𝛽𝑉 + 𝛼) sin[𝛽𝑉 + 𝛼 + 2(𝜔 + 𝛶 )] + 1
2𝑒𝑟 cos𝑉 sin 2(𝜔 + 𝛶 )

+ 5
4𝑒𝑟 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )] + sin[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]

+ 1
4𝑒𝑟 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2(𝛼 + 𝜔 + 𝛶 )]} cos 𝜄,

(A.15c)

𝛴×
(3/2) = 𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 { − 𝑒2

𝑟 cos2(𝛽𝑉 + 𝛼) + 1
2𝑒𝑟 cos𝑉 − 5

4𝑒𝑟 cos[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]

− cos[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝛼] − 1
4𝑒𝑟 cos[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]} sin 𝜄 sin(𝜔 + 𝛶 ),

(A.15d)

𝛴×
(2) = 1

4
𝜉

1 − 𝑒2
𝑟 {

1
2𝑒2

𝑟 sin 2(𝛽𝑉 + 𝛼) + 5
4𝑒𝑟 sin[(1 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]

+ sin[2(1 + 𝛽)𝑉 + 2𝜁] + 1
4𝑒𝑟 sin[(3 + 2𝛽)𝑉 + 2𝛼]} cos 𝜄 cos 2(𝜔 + 𝛶 ).

(A.15e)

A.4.2 自旋­自旋耦合项中的系数𝒜+,×
𝑘 , ℬ+,×

𝑘

在后续的一系列表达式中，我们将使用如下简记符号，

𝛼̃ ≡ 𝛼 + 𝜔 + 𝛶 . (A.16)

这些系数依次是

𝒜+
0 = −1

2{ cos 𝜅1 sin 𝜅2 [2(2 + 3𝑒2
𝑟 ) sin(𝜓2 + 𝛼̃) + 3𝑒2

𝑟 sin(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

− 1
96{2[16(3 + 5𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝜓̄) + 2𝑒2
𝑟 (21 − 4𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛽𝑉 + 𝛼̃) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

+ [32𝑒2
𝑟 cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) + 8(12 + 11𝑒2

𝑟 + 2𝑒4
𝑟 ) cos𝛥𝜓] sin

2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

+ 1
12𝑒2

𝑟 {(3 − 4𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛽𝑉 + 𝛼̃)(1 + cos2 𝜄) − 2(7 − 2𝑒2

𝑟 ) sin2 𝜄} cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.17a)
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𝒜+
1 = −1

2𝑒𝑟{ cos 𝜅1 sin 𝜅2[3(4 + 𝑒2
𝑟 ) sin(𝜓2 + 𝛼̃)

+ 2(3 + 𝑒2
𝑟 ) sin(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
96𝑒𝑟{ − [(304 + 66𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝜓̄)

− 75𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄) + 56 cos(2𝛼̃ + 2𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

− [8(7 + 3𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) + 60(4 + 𝑒2

𝑟 ) cos𝛥𝜓] sin
2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
12𝑒𝑟{2(11 + 6𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) + 3(4 + 𝑒2
𝑟 ) sin2 𝜄} cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.17b)

𝒜+
2 = −{ cos 𝜅1 sin 𝜅2 [3𝑒2

𝑟 sin(𝜓2 + 𝛼̃) + (2 + 3𝑒2
𝑟 ) sin(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
24{𝑒2

𝑟 [ − 34 cos(2𝛼̃ + 2𝜓̄) + 73 cos(2𝛼̃ + 4𝛽𝑉 − 2𝜓̄) + 6 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

− [8(1 + 2𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) + 30𝑒2

𝑟 cos𝛥𝜓] sin
2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
2{(4 + 7𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) + 𝑒2
𝑟 sin

2 𝜄} cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.17c)

𝒜+
3 = −1

4𝑒𝑟{ cos 𝜅1 sin 𝜅2 [2𝑒2
𝑟 sin(𝜓2 + 𝛼̃) + 3(4 + 𝑒2

𝑟 ) sin(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
96𝑒𝑟{[ − 22𝑒2

𝑟 cos(2𝛼̃ + 2𝜓̄) + 17(24 + 5𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)

+ 2(4 − 5𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

− [2(28 + 9𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) − 20𝑒2

𝑟 cos𝛥𝜓] sin
2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
24𝑒𝑟{(76 + 13𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) + 2𝑒2
𝑟 sin

2 𝜄} cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.17d)

𝒜+
4 = −3

2𝑒2
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 sin(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
48{[48(2 + 3𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄) − 10𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

− 16𝑒2
𝑟 cos(2𝛽𝑉 − 2𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2 − 13

12𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.17e)

𝒜+
5 = −1

4𝑒3
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 sin(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
96𝑒𝑟{[(232 + 57𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄) − 6𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

− 6𝑒2
𝑟 cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2 − 1

8𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.17f)

𝒜+
6 = 25

24𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)(1 + cos2 𝜄) sin 𝜅1 sin 𝜅2, (A.17g)

𝒜+
7 = 5

32𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)(1 + cos2 𝜄) sin 𝜅1 sin 𝜅2, (A.17h)
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ℬ+
1 = −1

2𝑒𝑟(6 + 𝑒2
𝑟 ){ cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

− 1
96𝑒𝑟{[ − 4(4 − 9𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝜓̄) + 75𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)

− 4(14 − 15𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

− 4(14 + 3𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

+ 1
12𝑒𝑟(22 + 21𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.18a)

ℬ+
2 = −(2 + 3𝑒2

𝑟 ){ cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
24{ − 𝑒2

𝑟 [4 sin 2(𝛼̃ + 𝜓̄) + 73 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)

+ 6 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄) + 8(1 + 2𝑒2
𝑟 ) sin(2𝛽𝑉 − 2𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

+ 1
2(4 + 7𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.18b)

ℬ+
3 = −3

4𝑒𝑟(4 + 𝑒2
𝑟 ){ cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

− 1
96𝑒𝑟{[4𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝜓̄) + 17 (5𝑒2
𝑟 + 24) sin(2𝛼̃ + 4𝛽𝑉 − 2𝜓̄)

+ 2(4 − 5𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

+ 2(28 + 9𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2

+ 1
24𝑒𝑟(76 + 13𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.18c)

ℬ+
4 = −3

2𝑒2
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
48{[ − 48(2 + 3𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄) + 10𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

+ 16𝑒2
𝑟 sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2 + 13

12𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.18d)

ℬ+
5 = −1

4𝑒3
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos(2𝛽𝑉 − 𝜓2 + 𝛼̃) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄 cos 𝜄

+ 1
96{𝑒𝑟[ − (232 + 57𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄) + 6𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓](1 + cos2 𝜄)

+ 6𝑒3
𝑟 sin(2𝛽𝑉 − 2𝜓̄) sin2 𝜄} sin 𝜅1 sin 𝜅2 + 1

8𝑒3
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.18e)

ℬ+
6 = −25

24𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)(1 + cos2 𝜄) sin 𝜅1 sin 𝜅2, (A.18f)

ℬ+
7 = − 5

32𝑒3
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓̄)(1 + cos2 𝜄) sin 𝜅1 sin 𝜅2. (A.18g)

𝒜×
0 = 1

2{ cos 𝜅1 sin 𝜅2 [2(2 + 3𝑒2
𝑟 ) cos(𝛼̃ + 𝜓1) + 3𝑒2

𝑟 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

− 1
24{16(3 + 5𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝜓̄ + 𝛼̃) + 2 (21 − 4𝑒2
𝑟 ) 𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

+ 1
6𝑒2

𝑟 (3 − 4𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.19a)
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𝒜×
1 = 1

2𝑒𝑟{ cos 𝜅1 sin 𝜅2 [3(4 + 𝑒2
𝑟 ) cos(𝛼̃ + 𝜓1) + 2(3 + 𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

− 1
48𝑒𝑟{[ − 75𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) + (304 + 66𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝜓̄ + 𝛼̃)

+ 56 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓]} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
3𝑒𝑟(11 + 6𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.19b)

𝒜×
2 = { cos 𝜅1 sin 𝜅2 [3𝑒2

𝑟 cos (𝛼̃ + 𝜓1) + (2 + 3𝑒2
𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ 1
12𝑒2

𝑟 { − 34 sin 2(𝜓̄ + 𝛼̃) + 73 sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 )

+ 6 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− (4 + 7𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.19c)

𝒜×
3 = 1

4𝑒𝑟{ cos 𝜅1 sin 𝜅2 [2𝑒2
𝑟 cos(𝛼̃ + 𝜓1) + 3(4 + 𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1)] + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ 1
48𝑒𝑟{ − 22𝑒2

𝑟 sin 2(𝜓̄ + 𝛼̃) + 17(24 + 5𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 )

+ 2(4 − 5𝑒2
𝑟 ) cos𝛥𝜓 sin (2 (𝛼̃ + 𝛽𝑉 )) } cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
12𝑒𝑟(76 + 13𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.19d)

𝒜×
4 = 3

2𝑒2
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ {2(2 + 3𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) − 5

12𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 13
6 𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.19e)

𝒜×
5 = 1

4𝑒3
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 cos (𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ 1
48𝑒𝑟{(232 + 57𝑒2

𝑟 + 232) sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 )

− 6𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
4𝑒3

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.19f)

𝒜×
6 = 25

12𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2, (A.19g)

𝒜×
7 = 5

16𝑒3
𝑟 sin 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2, (A.19h)

ℬ×
1 = −1

2𝑒𝑟{ cos 𝜅1 sin 𝜅2(6 + 𝑒2
𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

− 1
48𝑒𝑟{4(4 − 9𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝜓̄ + 𝛼̃) − 75𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 )

+ 4(14 − 15𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
6𝑒𝑟(22 + 21𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.20a)

142



附录 A 关于论文中涉及的复杂表达式的补充材料

ℬ×
2 = −{ cos 𝜅1 sin 𝜅2(2 + 3𝑒2

𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ 1
12𝑒2

𝑟 {4 cos 2(𝜓̄ + 𝛼̃) + 73 cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 )

+ 6 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− (4 + 7𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.20b)

ℬ×
3 = −3

4𝑒𝑟{ cos 𝜅1 sin 𝜅2(4 + 𝑒2
𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ 1
48𝑒𝑟{4𝑒2

𝑟 cos 2(𝜓̄ + 𝛼̃) + 17(24 + 5𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 )

+ 2(4 − 5𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
12𝑒𝑟(76 + 13𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,

(A.20c)

ℬ×
4 = −3

2𝑒2
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ {2(2 + 3𝑒2
𝑟 + 2) cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) − 5

12𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 13
6 𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.20d)

ℬ×
5 = −1

4𝑒3
𝑟 { cos 𝜅1 sin 𝜅2 sin (𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓1) + (1 ↔ 2)} sin 𝜄

+ 1
48𝑒𝑟{(232 + 57𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) − 6𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos𝛥𝜓} cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2

− 1
4𝑒3

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 cos 𝜅1 cos 𝜅2,
(A.20e)

ℬ×
6 = 25

12𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2, (A.20f)

ℬ×
7 = 5

16𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ − 𝜓̄ + 2𝛽𝑉 ) cos 𝜄 sin 𝜅1 sin 𝜅2. (A.20g)

A.4.3 单极­四极耦合项中的系数 𝒞+,×
𝑘 , 𝒟+,×

𝑘

𝒞+
𝐴,0 = − 1

16𝑒2
𝑟 {(3 − 4𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) − 2(7 − 2𝑒2
𝑟 ) sin2 𝜄}

+ 1
32{[3𝑒2

𝑟 (15 − 4𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) + 8(3 + 5𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴)](1 + cos2 𝜄)

− [26𝑒2
𝑟 cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) + 6(8 + 5𝑒2

𝑟 + 2𝑒4
𝑟 )] sin

2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 3
8[2(2 + 3𝑒2

𝑟 ) sin(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 3𝑒2
𝑟 sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)] sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.21a)
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𝒞+
𝐴,1 = 1

16𝑒𝑟{2(11 + 6𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) + 3(4 + 𝑒2

𝑟 ) sin2 𝜄}

+ 1
128𝑒𝑟{[(304 + 66𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) − 63𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

+ 24(1 − 2𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄)

+ [432 + 108𝑒2
𝑟 + 8(25 + 9𝑒2

𝑟 ) cos(2𝛽𝑉 − 2𝜓𝐴)] sin
2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 3
8𝑒𝑟[3(4 + 𝑒2

𝑟 ) sin(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 2(3 + 𝑒2
𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)] sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.21b)

𝒞+
𝐴,2 = 3

8{(4 + 7𝑒2
𝑟 ) cos(2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ))(1 + cos2 𝜄) + 𝑒2

𝑟 sin
2 𝜄}

+ 1
32{[34𝑒2

𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) − 55𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

− 6(4 + 9𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄)

− [54𝑒2
𝑟 + 4(8 + 13𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)] sin
2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 3
4[3𝑒2

𝑟 sin(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + (2 + 3𝑒2
𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)] sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.21c)

𝒞+
𝐴,3 = 1

32{𝑒𝑟(76 + 13𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄) + 2𝑒3

𝑟 sin
2 𝜄}

+ 1
128𝑒𝑟{[22𝑒2

𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) − 49𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) − 6(28 + 𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )

+ 264 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)](1 + cos2 𝜄)

− [36𝑒2
𝑟 + 2(100 + 27𝑒2

𝑟 ) cos(2𝛽𝑉 − 2𝜓𝐴)] sin
2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 3
16𝑒𝑟[2𝑒2

𝑟 sin(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 3(4 + 𝑒2
𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)] sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.21d)

𝒞+
𝐴,4 = 13

16𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

− 1
32{3[4(2 + 3𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) + 𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄)

− 26𝑒2
𝑟 cos 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin2 𝜄} sin2 𝜅𝐴 + 9

8𝑒2
𝑟 sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.21e)

𝒞+
𝐴,5 = 3

32𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

+ 1
128𝑒𝑟{[6𝑒2

𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) − (88 + 21𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)](1 + cos2 𝜄)

+ 18𝑒2
𝑟 cos(2𝛽𝑉 − 2𝜓𝐴) sin2 𝜄} sin2 𝜅𝐴 + 3

16𝑒3
𝑟 sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.21f)

𝒞+
𝐴,6 = − 7

32𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)(1 + cos2 𝜄) sin2 𝜅𝐴, (A.21g)

𝒞+
𝐴,7 = − 3

128𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)(1 + cos2 𝜄) sin2 𝜅𝐴, (A.21h)
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𝒟+
𝐴,1 = − 1

16𝑒𝑟(22 + 21𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

− 1
128𝑒𝑟{[4(4 − 9𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) − 63𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

+ 12(2 − 17𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄) + 4(50 + 9𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 3
8𝑒𝑟(6 + 𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,
(A.22a)

𝒟+
𝐴,2 = −3

8(4 + 7𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

+ 1
32{[4𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 55𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

+ 6(4 + 9𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄) − 4 (13𝑒2

𝑟 + 8) sin(2𝛽𝑉 − 2𝜓𝐴) sin2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 3
4(2 + 3𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,
(A.22b)

𝒟+
𝐴,3 = − 1

32𝑒𝑟(76 + 13𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

+ 1
128𝑒𝑟{[4𝑒2

𝑟 sin(2(𝛼̃ + 𝜓𝐴)) + (264 + 49𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

+ 6(28 + 𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄) − 2(100 + 27𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin2 𝜄} sin2 𝜅𝐴

+ 9
16𝑒𝑟(4 + 𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,
(A.22c)

𝒟+
𝐴,4 = −13

16𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

+ 1
32{ + 3[4(2 + 3𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) + 𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )](1 + cos2 𝜄) sin2 𝜅𝐴

− 26𝑒2
𝑟 sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin2 𝜄} cos2 𝜅𝐴 + 9

8𝑒2
𝑟 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.22d)

𝒟+
𝐴,5 = − 3

32𝑒3
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )(1 + cos2 𝜄)

− 1
128𝑒𝑟{[6𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) − (88 + 21𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)](1 + cos2 𝜄)

+ 18𝑒2
𝑟 sin 2(𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin2 𝜄} sin2 𝜅𝐴 + 3

16𝑒3
𝑟 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 cos 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.22e)

𝒟+
𝐴,6 = 7

32𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)(1 + cos2 𝜄) sin2 𝜅𝐴, (A.22f)

𝒟+
𝐴,7 = 3

128𝑒3
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)(1 + cos2 𝜄) sin2 𝜅𝐴, (A.22g)

𝒞×
𝐴,0 = −1

8𝑒2
𝑟 (3 − 4𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄

+ 1
16{3𝑒2

𝑟 (15 − 4𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) + 8(3 + 5𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴)} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

− 3
8{2(2 + 3𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 3𝑒2
𝑟 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)} sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.23a)
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𝒞×
𝐴,1 = 1

4𝑒𝑟(11 + 6𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄

− 1
64𝑒𝑟{ − 2(152 + 33𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 63𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

− 24(1 − 2𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

− 3
8𝑒𝑟{3(4 + 𝑒2

𝑟 ) cos(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 2(3 + 𝑒2
𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)} sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.23b)

𝒞×
𝐴,2 = 3

4(4 + 7𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄

− 1
16{(55𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

− 34𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 6(4 + 9𝑒2

𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

− 3
4{3𝑒2

𝑟 cos(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + (3𝑒2
𝑟 + 2) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)} sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.23c)

𝒞×
𝐴,3 = 1

16𝑒𝑟(76 + 13𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄

+ 1
64𝑒𝑟{22𝑒2

𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) − (264 + 49𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

− 6(28 + 𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

− 3
16𝑒𝑟{2𝑒2

𝑟 cos(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 3(4 + 𝑒2
𝑟 ) cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)} sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.23d)

𝒞×
𝐴,4 = 13

8 𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 − 3

16{4(2 + 3𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

+ 𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴 − 9

8𝑒2
𝑟 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.23e)

𝒞×
𝐴,5 = 3

16𝑒3
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 − 1

64𝑒𝑟{(88 + 21𝑒2
𝑟 ) sin 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

− 6𝑒2
𝑟 sin 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴 − 3

16𝑒3
𝑟 cos(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)} sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.23f)

𝒞×
𝐴,6 = − 7

16𝑒2
𝑟 sin(2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)) cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴, (A.23g)

𝒞×
𝐴,7 = − 3

64𝑒3
𝑟 sin(2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)) cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴, (A.23h)

𝒟×
𝐴,1 = 1

8𝑒𝑟(22 + 21𝑒2
𝑟 ) cos(2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )) cos 𝜄 − 1

64𝑒𝑟{4(4 − 9𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴)

+ 63𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) − 12(2 − 17𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

+ 3
8𝑒𝑟(6 + 𝑒2

𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.24a)

𝒟×
𝐴,2 = 3

4(4 + 7𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄

− 1
16{4𝑒2

𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴) + 55𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) + 6(4 + 9𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

+ 3
4(2 + 3𝑒2

𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,
(A.24b)

𝒟×
𝐴,3 = 1

16𝑒𝑟(76 + 13𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 − 1

64𝑒𝑟{4𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝜓𝐴)

+ (264 + 49𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) + 6(28 + 𝑒2

𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴

+ 9
16𝑒𝑟(4 + 𝑒2

𝑟 ) sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.24c)
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𝒟×
𝐴,4 = 13

8 𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 − 3

16{4(2 + 3𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

+ 𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴 + 9

8𝑒2
𝑟 sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.24d)

𝒟×
𝐴,5 = 3

16𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 ) cos 𝜄 − 1

64𝑒𝑟{(88 + 21𝑒2
𝑟 ) cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴)

− 6𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 𝛽𝑉 )} cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴 + 3

16𝑒3
𝑟 sin(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) sin 𝜄 sin 𝜅𝐴 cos 𝜅𝐴,

(A.24e)

𝒟×
𝐴,6 = − 7

16𝑒2
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴, (A.24f)

𝒟×
𝐴,7 = − 3

64𝑒3
𝑟 cos 2(𝛼̃ + 2𝛽𝑉 − 𝜓𝐴) cos 𝜄 sin2 𝜅𝐴. (A.24g)
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